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чение было наложено на 8-й итерации (  = 8). Для
проверки надежности метода было построено 500
таких моделей абсолютно плотных решеток с раз-
личными реализациями перемешивания точек,
сгенерированных псевдослучайным образом.

Для того чтобы детально оценить возможности
динамической фокусировки трех решеток (рис. 5),
были проведены серии расчетов при электрон-
ном смещении фокуса существующей и предло-
женной решеток в узлы некоторой сетки в акси-
альной плоскости zy (x = 0 мм). Амплитуды коле-
бательной скорости на элементах решетки
выбирались одинаковыми, а перемещение фоку-
са осуществлялось путем выбора фазы, которая
рассчитывалась вдоль луча от центра масс эле-
мента к точке фокусировки. Для каждого положе-
ния фокуса  рассматривались рас-
пределения амплитуды давления . При
этом автоматически анализировались два пара-
метра: “эффективность” и “безопасность” облуче-
ния. В соответствии с критериями, предложенны-
ми в более ранних исследованиях [13, 20], облуче-
ние считалось эффективным, когда
интенсивность в смещенном фокусе превышала
50% от максимально достижимого значения, и
безопасным, если интенсивность побочных мак-
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симумов составляла не более 10% от интенсивно-
сти в фокусе. При анализе эффективности облуче-
ния в аксиальной плоскости перемещение фокуса
осуществлялось на сетке 110  200 мм и
−20  20 мм с шагами  0.25 мм.
Анализ безопасности облучения требует больше-
го количества операций, поэтому для него исполь-
зовалась более грубая сетка 110  200 мм и
−20  20 мм с шагами  2.5 мм.
Для каждого положения фокуса  рас-
чет поля проводился на сетке 110  200 мм и
−20  20 мм с шагами  0.25 мм. Таким
образом, необходимо было рассчитать поле 629 раз.

Как видно из рис. 5, рассмотренные ультразву-
ковые решетки составлены из элементов в форме
сферических многоугольников. Для расчета со-
здаваемых ими полей был использован аналити-
ческий метод, основанный на расчете интеграла
Рэлея

(4)

в приближении дальнего поля для каждого из
элементов решетки [13, 17]. Здесь  – ком-
плексная амплитуда давления в точке r для гар-
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Рис. 5. Внешний вид решеток с различным типом разбиения. Все решетки ограничены одинаковым круглым конту-
ром и имеют равные средние площади элементов: (а) – 256-элементная VTFS-решетка, (б) – абсолютно плотная
291-элементная решетка, построенная без ограничения релаксации, (в) – аналогичная решетка, построенная с огра-
ничением релаксации. На выносках сверху показаны увеличенные изображения нескольких элементов решеток для
лучшей визуализации формы элементов и зазоров между ними. Параметры решеток: частота f = 1.2 МГц, радиус кри-
визны F = 160 мм, апертура D = 160 мм, зазор между элементами 0.5 мм, средняя площадь элемента 66 мм2.

(а) (б) (в)
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монической волны с временной зависимостью в
форме , i – мнимая единица,  –
угловая частота решетки,  – волновое
число,  – скорость звука,  – плотность среды,

 – площадь активной поверхности решетки,
 – амплитуда нормальной компоненты

колебательной скорости в точке  поверхности,
 – элемент площади с центром в указанной

точке,  – расстояние от указанного
элемента поверхности до точки наблюдения.

Каждый многоугольный элемент решетки, со-
вершающий поршневые колебания с амплитудой
колебательной скорости , разбивался на под-
элементы в форме прямоугольных треугольни-
ков. Поскольку характерный диаметр подэлемен-
тов много меньше радиуса кривизны решетки F,
уже на небольших расстояниях от поверхности
решетки поле каждого из них можно аппрокси-
мировать аналитическим решением для его даль-
него поля [17]:

(5)

Здесь ,  и
– катеты прямоугольного треугольника,

 – характерное давление на поверхно-

сти элемента,  и (x, y, z) – коор-
динаты точки наблюдения. Таким образом, поле
каждого элемента рассчитывалось аналитически
как сумма полей (5) его подэлементов. Ранее бы-
ло показано, что аналитический метод позволяет
увеличить скорость расчета поля на несколько
порядков по сравнению с прямым численным
расчетом интеграла (4) [13, 17].

РЕЗУЛЬТАТЫ
При введении технологического зазора 0.5 мм

плотность заполнения поверхности решеток эле-
ментами уменьшилась: с 87 до 78% у VTFS-решет-
ки и со 100 до 89% у абсолютно плотных решеток.
Для VTFS-решетки, содержащей 256 элементов,
средняя площадь элементов, с учетом зазоров, со-
ставила  = 66 мм2. Поскольку у абсолютно
плотных решеток отсутствуют пустоты на пери-
ферии (рис. 5б, 5в), при той же площади элемен-
тов их количество увеличилось до N = 291. Ис-
пользование M = 5 × 105 точек дискретизации,
приходящихся на каждый элемент абсолютно
плотных решеток, обеспечило коэффициент ва-
риации площадей элементов  < 1%, что
позволяет считать их практически равными.
Здесь  – стандартное отклонение площади
элемента.
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Ограничение на количество итераций с релак-
сацией (  = 8) при построении абсолютно плот-
ной решетки было выбрано из следующих сооб-
ражений. Перед началом итеративного процесса
построения решетки зафиксируем некоторое об-
лако точек, которое впоследствии станет элемен-
том решетки. Будем отслеживать смещение центра
масс данного облака  на каждой
итерации S относительно предыдущей (рис. 6).
Легко заметить, что, начиная с S = 5, положение
центра масс меняется несущественно (  < 0.5 мм),
совершая незначительные колебания вплоть до
последней итерации. Другими словами, положе-
ния центров масс элементов определяются на
ранних итерациях, а в дальнейшем элементы
лишь меняют форму, практически не меняя свое-
го положения, все более и более скругляясь
вплоть до последней итерации (рис. 5б, 5в). Та-
ким образом, ограничение релаксации можно за-
давать на любой итерации, начиная с S = 5, при-
чем чем раньше это будет сделано, тем более вы-
тянутую форму будут иметь элементы. При
построении решетки ограничение было установ-
лено на итерации  = 8, чтобы не допустить чрез-
мерной вытянутости элементов решетки.

Сравним сначала внешний вид решеток. Огра-
ничение релаксации действительно позволяет
значительно ослабить эффект упорядоченности
элементов решетки (рис. 5в) по сравнению со слу-
чаем без ограничения релаксации (рис. 5б): эле-
менты имеют чуть более асимметричную форму и
дезориентированы без какой-либо периодично-
сти. Для оценки степени вытянутости элементов
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Рис. 6. Типичная зависимость смещения центра масс
ячейки  от номера итерации S при
построении мозаики с элементами равной площади
без ограничения релаксации. Здесь  – радиус-век-
тор центра масс ячейки на S-й итерации. Для удоб-
ства восприятия график представлен в логарифмиче-
ской шкале по обеим осям.
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введем следующий коэффициент: ,
где  и  – средние периметр и площадь эле-
мента. Для круглого элемента, который является
наиболее компактным по сравнению с элемента-
ми иной формы, , т.е.  = 1. Вытяну-
тые же элементы будут иметь значения , и
чем сильнее вытянут элемент, тем большее значе-
ние принимает параметр . Для VTFS-решетки,
решетки без ограничения релаксации и решетки с
ограничением релаксации величиной  = 8 этот
коэффициент имеет значения, соответственно,
1.173, 1.168 и 1.258.

Проведем далее сравнение полей, создаваемых
данными тремя решетками. Вначале рассмотрим
случай фокусировки в центр кривизны F = 160 мм,
когда все элементы решеток работают синфазно.
На рис. 7а представлены распределения амплиту-
ды давления  на оси решетки z, нормиро-
ванные на начальное давление  для VTFS-ре-
шетки (толстая сплошная линия) и двух абсолют-
но плотных решеток – решетки без ограничения
релаксации (штриховая линия) и с ограничением
релаксации (тонкая сплошная линия). Из распре-
делений видно, что нормированная амплитуда
давления в фокусе VTFS-решетки составляет

 = 83, тогда как у двух абсолютно плотных
решеток она на 13% больше:  = 94. Таким
образом, абсолютно плотные решетки позволяют
достичь на 28% большей интенсивности в фоку-
се, что согласуется с соотношением полезных
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площадей или количеством элементов решетки.
Здесь мы пользуемся тем, что , .

Для демонстрации степени случайности рас-
положения элементов рассмотрим случай смеще-
ния фокуса к поверхности решеток вдоль оси
пучка на 30 мм (  = 0 мм,  = 0 мм,  = 130 мм).
На распределениях амплитуды (рис. 7б) можно
наблюдать два побочных эффекта, связанных с
дискретной структурой решеток. Амплитуда дав-
ления в фокусе уменьшается по сравнению со
случаем без электронного смещения (снижение
эффективности), а за фокусом образуется область
побочных максимумов (снижение безопасности).
В качестве количественной оценки амплитуды
побочных максимумов будем рассматривать мак-
симальную амплитуду  поля вне фокаль-
ного максимума и первых двух дифракционных
максимумов, прилежащих к нему (рис. 2б, контур
ABCD). Как видно, амплитуда побочных макси-
мумов для абсолютно плотной решетки с ограни-
чением релаксации (рис. 7б, тонкая сплошная ли-
ния,  = 11.7) на 48% меньше, чем для ре-
шетки без ограничения релаксации (штриховая
линия,  = 22.4). Полученные результаты
подтверждают предположение о дополнительном
нарушении упорядоченности расположения эле-
ментов при ограничении релаксации. VTFS-ре-
шетка (толстая сплошная линия) позволяет до-
стичь еще более низкого уровня побочных макси-
мумов,  = 8.7, однако при этом для нее
амплитуда,  = 64, в смещенном фокусе ока-
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Рис. 7. Распределения амплитуды акустического давления , нормированной на начальное давление , вдоль оси
симметрии решетки (оси z): (а) для случая фокусировки в центр кривизны и (б) для случая электронного смещения
фокуса вдоль оси z на 30 мм по направлению к поверхности решетки. Толстая сплошная линия соответствует VTFS-
решетке, а тонкая сплошная и штриховая линии – абсолютно плотным решеткам с ограничением релаксации и без
ограничения релаксации, соответственно.
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зывается ниже, чем для двух абсолютно плотных
решеток ( ).

Результаты серии расчетов при электронном
перемещении фокуса существующей и предло-
женной решеток в узлы некоторой сетки в плоско-
сти оси решетки zy (x = 0 мм) показаны на рис. 8.
Для каждого положения фокуса анализировались
уровни эффективности и безопасности облуче-
ния. Результаты представлены в виде контуров,
ограничивающих области безопасного (интен-
сивность побочных максимумов не превышает
10% от интенсивности в фокусе, толстые линии)
и эффективного (интенсивность в смещенном
фокусе выше 50% от максимально достижимого
значения, тонкие линии) перемещения фокуса в
аксиальной плоскости zy. Штриховыми линиями
обозначены контуры для VTFS-решетки, а
сплошными линиями и линиями из точек – для
абсолютно плотных решеток с ограничением и
без ограничения релаксации, соответственно.

Видно, что область безопасного перемещения
фокуса у VTFS-решетки (толстая штриховая ли-
ния) наиболее вытянута в продольном направле-
нии с размером по оси z около 87 мм. У абсолютно
плотной решетки без ограничения релаксации
(толстая линия из точек) она значительно уже и ее
размер по оси z составляет около 57 мм. Абсолют-
но плотная решетка с ограничением релаксации
(толстая сплошная линия) имеет среднюю по раз-
меру область длиной 76 мм. Различие решеток по
длине областей безопасного перемещения фоку-
са объяснимо и подтверждает предположение о
нарушении кольцевой структуры расположения
элементов при переходе от неограниченной ре-
лаксации к ограниченной: уменьшение перио-
дичности ведет к ослаблению побочных дифрак-
ционных максимумов, следовательно, размер об-
ласти безопасного перемещения фокуса вдоль
оси z увеличивается. Отметим, что независимо от
порога ограничения релаксации внешние эле-
менты абсолютно плотной решетки всегда будут
находиться на ее круглой границе и образовывать
кольцо, поэтому решетка с ограничением релак-
сации имеет на 11 мм меньшую длину области
безопасного перемещения фокуса, чем VTFS-ре-
шетка, которая по построению не содержит коль-
цевых структур. В поперечном направлении оси y
все три решетки имеют близкие размеры безопас-
ной области поперечного перемещения фокуса
около 35 мм шириной с локальными отклонения-
ми до 2 мм.

Теперь рассмотрим области эффективного пе-
ремещения фокуса (тонкие линии на рис. 8), кото-
рые отличаются друг от друга не так значительно,
как области безопасного перемещения фокуса.
Так, у VTFS-решетки (тонкая штриховая линия) и
абсолютно плотной решетки без ограничения ре-
лаксации (тонкая линия из точек) размеры обла-

≈0 70Fp p

сти вдоль осей z и y составляют 58 × 22 мм и 56 ×
× 21 мм, соответственно. У абсолютно плотной ре-
шетки с ограничением релаксации размеры области
эффективного перемещения фокуса вдоль осей z и y
составляют 55.5 × 20 мм (тонкая сплошная линия),
что на 1–2.5 мм меньше, чем у остальных реше-
ток. Незначительную разницу в размерах обла-
стей сканирования для VTFS-решетки и абсо-
лютно плотных решеток можно объяснить следу-
ющим образом: хотя сравниваемые решетки
имеют одинаковую среднюю площадь элемента

, площади элементов VTFS-решетки отлича-
ются друг от друга сильнее, чем площади элемен-
тов абсолютно плотных решеток (рис. 2). При
этом по мере удаления от центра решетки элемен-
ты VTFS-решетки становятся меньше и, начиная
со 110-го элемента, имеют меньшую площадь,
чем элементы абсолютно плотной решетки. Та-
ким образом, элементы на периферии VTFS-ре-
шетки оказываются меньше по размеру, а значит
имеют более широкую диаграмму направленно-
сти, что обеспечивает чуть больший диапазон эф-
фективного перемещения фокуса вдоль оси z. Та-
ким образом, незначительный выигрыш в разме-
рах области эффективной фокусировки у VTFS-
решетки связан с неравенством площадей, кото-
рое само по себе является серьезной проблемой
конструкции решетки. Абсолютно плотная ре-
шетка с ограничением релаксации имеет самый
узкий размер области эффективного перемеще-
ния фокуса, поскольку ее элементы (рис. 5в) чуть
более вытянуты, чем у двух других решеток. Это
подтверждается величинами коэффициентов ,
описывающими степень вытянутости. Поэтому
ширина диаграммы направленности у элементов
решетки с ограничением релаксации будет чуть

Σэл

κ

Рис. 8. Области электронного смещения фокуса в ак-
сиальной плоскости zy, при фокусировке внутри ко-
торых облучение можно считать эффективным (тон-
кие линии) и безопасным (толстые линии). Штрихо-
вые линии соответствуют VTFS-решетке, сплошные
линии и линии из точек – абсолютно плотным ре-
шеткам с ограничением релаксации и без ограниче-
ния релаксации, соответственно.
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меньше, что и приводит к незначительному
уменьшению размеров области эффективного
перемещения фокуса.

Наконец, для каждой из решеток область без-
опасного и эффективного (т.е. “допустимого”)
перемещения фокуса совпадает с областью эф-
фективной фокусировки, и лишь у абсолютно
плотной решетки без ограничения релаксации
область безопасного перемещения фокуса пересе-
кает область эффективного перемещения на 1 мм.
Таким образом, при разработке решеток для
практических целей существует достаточно ши-
рокий выбор границы релаксации . Увеличивая

 > 8, можно подобрать такое его значение, что-
бы степень скругленности элементов была опти-
мальной, т.е. чтобы область эффективной фоку-
сировки была близка по размеру к максимально
возможной, но оставалась при этом внутри обла-
сти безопасной фокусировки.

Обсудим теперь надежность использования
метода ограничения релаксации при различных
реализациях случайного расположения элемен-
тов на поверхности. Действительно, в алгоритме
создания модели абсолютно плотной решетки
есть два источника случайности: набрасывание
большого числа точек (MN ~ 108) на ее поверх-
ность и их последующее деление на хаотически
перемешанные облака точек (рис. 4а). Для при-
мера, на рис. 9а представлены четыре решетки из
проанализированного набора 500 решеток. По-
скольку характер расположения элементов влия-
ет на уровень побочных максимумов при элек-
тронном смещении фокуса, поля решеток срав-

0S
0S

нивались по степени их проявления. Как видно
из рис. 8, проблемное место при появлении пери-
одичности в расположении элементов находится
на оси решетки, поскольку именно здесь область
безопасного перемещения фокуса приближается
к области эффективного (толстая и тонкая
штрихпунктирная линия на рис. 8). Поэтому в ка-
честве параметра сравнения рассматривался уро-
вень побочных максимумов относительно нор-
мированной амплитуды давления в фокусе

 при перемещении фокуса в точку с коор-
динатами  = 0 мм,  = 0 мм,  = 130 мм, кото-
рая близка к границе области эффективного пе-
ремещения фокуса.

Распределение 500 решеток по параметру
 показано на гистограмме, разделенной на

10 интервалов равной длины (рис. 9б). Высота
каждого столбика соответствует количеству ре-
шеток, у которых параметр  попадает в за-
данный интервал. Видно, что распределение слу-
чайной величины  имеет характерный
вид колокола. Уровень побочных максимумов

 лежит в интервале 0.19  0.29, а
наиболее часто встречающееся значение пара-
метра, реализованное у 129 решеток из 500, – в
интервале 0.22  0.23. Важно, что для
всех решеток выполняется условие безопасности
облучения. Тем не менее, при таком статистиче-
ском анализе возможен выбор наиболее удачной
реализации решетки, показанной на рис. 5в, с
минимальным значением параметра .

поб Fp p
Fx Fy Fz

поб Fp p

поб Fp p

поб Fp p

поб Fp p поб≤ ≤Fp p

поб≤ ≤Fp p

поб Fp p

Рис. 9. (а) Примеры абсолютно плотных решеток с ограниченной релаксацией, которые имеют одинаковые парамет-
ры, но различную псевдослучайную реализацию расположения элементов. (б) Гистограмма распределения 500 таких
решеток по амплитуде побочного максимума , нормированной на амплитуду давления в фокусе , при смеще-
нии фокуса вдоль оси z на 30 мм по направлению к поверхности решетки. Все решетки имеют одинаковые параметры:
частота f = 1.2 МГц, радиус кривизны F = 160 мм, апертура D = 160 мм, зазор между элементами 0.5 мм, средняя пло-
щадь элемента 66 мм2.
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РОСНИЦКИЙ и др.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В работе представлена модификация метода со-

здания абсолютно плотных решеток со случайным
расположением излучающих элементов, плот-
ность заполнения которых составляет  = 100%
без учета технологических зазоров между элемен-
тами. Предложенная модификация позволяет
уменьшить уровень побочных дифракционных
максимумов, связанных с квазипериодичностью
расположения элементов, одновременно сохра-
няя максимальную плотность заполнения решет-
ки элементами. Проанализированы и продемон-
стрированы преимущества предложенного под-
хода по сравнению с существующими методами
создания плотных решеток с нерегулярным рас-
положением элементов.

Разработка алгоритма разбиения решеток вы-
полнена при поддержке гранта РНФ № 19-12-00148,
а анализ акустических полей решеток – при под-
держке гранта РФФИ 19-02-00035, стипендии
Президента РФ СП-2644.2018.4 и стипендии
Фонда развития теоретической физики “Базис”.
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