
АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ, 2011, том 57, № 1, с. 104–116

104

ВВЕДЕНИЕ

Для повышения качества ультразвуковой диа�
гностики и сохранения высокой избирательности
воздействия в терапии важно уметь рассчитывать
пространственно�временную структуру акусти�
ческого поля. Очевидно, что любая неточность
или ошибка при использовании ультразвука в ди�
агностике и терапии связаны с риском для здоро�
вья пациентов. Поэтому требуется знать истин�
ное распределение полей медицинских преобра�
зователей в пространстве; в частности, для
многоэлементных диагностических антенных ре�
шеток необходимо отслеживать возникновение и
характер нежелательных боковых лепестков и па�
разитных максимумов, а для устройств больших
волновых размеров, применяемых в терапии и
хирургии, необходимо как можно точнее рассчи�
тывать интенсивность ультразвука и размеры фо�
кальной перетяжки. Точно предсказать тонкую
пространственную структуру акустических полей
невозможно без знания характера колебаний по�
верхности преобразователя. В то время как харак�
теристики электронных устройств (генераторов,

усилителей, осциллографов) могут быть легко из�
мерены и учтены при проведении измерений, па�
раметры самих ультразвуковых преобразователей
обычно известны недостаточно хорошо. Фирмы,
производящие ультразвуковые преобразователи,
в качестве паспортных данных сообщают лишь
одномерные характеристики типа частотного или
импульсного откликов; в лучшем случае приво�
дится диаграмма направленности в дальней зоне.
Поэтому на практике для описания структуры
акустического поля источников приходится
прибегать к определенным предположениям от�
носительно структуры колебаний поверхности
источников. Обычно принимается, что распре�
деление нормальной компоненты колебатель�
ной скорости на поверхности преобразователя
является равномерным, т.е. преобразователь ко�
леблется как жесткий поршень. Однако истин�
ное распределение поля вдоль поверхности пье�
зоэлектрических источников ультразвука, как
правило, далеко от “поршневого” [1, 2]. Поэто�
му параметры всей системы, рассчитанные с ис�
пользованием поршневого приближения (такие
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как диаграмма направленности, положение фо�
куса, интенсивность в определенных точках,
степень симметрии поля и другие), могут замет�
но отличаться от действительных, что приводит
к ошибкам, зачастую неприемлемым для ряда
приложений. 

Для нахождения поля на источнике весьма
перспективным является метод акустической
голографии, который позволяет восстановить
распределение колебательной скорости на по�
верхности преобразователя. Используя эти дан�
ные, с высокой степенью точности можно рас�
считать акустическое поле, создаваемое преоб�
разователем. Работоспособность этого метода
для плоских и сферически фокусированных ис�
точников была подтверждена в наших предыду�
щих работах [2–4]. В медицинских приложениях и
в гидроакустике, помимо указанных, использу�
ются также цилиндрические ультразвуковые
пьезопреобразователи, распределение колеба�
тельной скорости на поверхности которых неиз�
вестно. Примером использования цилиндриче�
ских источников в ультразвуковой хирургии яв�
ляется способ лечения мерцательной аритмии,
в котором с помощью высокочастотного (по�
рядка 9 МГц) цилиндрического излучателя про�
изводится термическое воздействие на стенку
легочной вены [5]. Для успешного решения ука�
занной задачи важно знать точное распределе�
ние колебательной скорости на поверхности
излучателя. 

Целью настоящей работы является исследова�
ние распределения колебательной скорости по
поверхности цилиндрических ультразвуковых
преобразователей методом акустической гологра�
фии. Акустическая голография источников мо�
жет быть реализована несколькими способами,
среди которых самыми простыми и эффективны�
ми являются два. Один из вариантов основан на
использовании пространственного спектрально�
го метода (“Фурье�акустика”), второй – на прин�
ципе обращения времени и использовании инте�
грала Рэлея. 

МЕТОД ФУРЬЕ�АКУСТИКИ 
ДЛЯ ГОЛОГРАФИИ 

ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ ИСТОЧНИКОВ 

В рамках классической Фурье�акустики аку�
стическое поле разлагается по плоским волнам
разных направлений (метод углового спектра) [6].
Когда плоскость измерений расположена очень
близко к источнику и имеется возможность изме�
рить неоднородные волны, проявляется уникаль�
ная особенность этого метода, которая позволяет
восстановить структуру источника с простран�
ственным разрешением меньше длины волны.
Соответствующая процедура расчета обратного
распространения называется “акустической го�

лографией ближнего поля1” [7, 8]. Когда же по�
верхность измерений располагается на удалении
от источника (расстояния порядка нескольких
длин волн и более), неоднородные волны теряют�
ся на фоне шумов, и пространственное разреше�
ние метода ограничивается обычным дифракци�
онным пределом (порядка длины волны). В этом
случае существует только приближенное решение
обратной задачи. Тем не менее, для частот мега�
герцового диапазона в жидкостях это приближе�
ние является приемлемым и обеспечивает высо�
кую точность для ряда приложений [2].

Описание цилиндрических источников и со�
здаваемых ими акустических полей удобно про�
изводить в цилиндрических координатах .
Рассмотрим цилиндр радиуса , ось которого
совпадает с осью цилиндрической системы коор�
динат (рис. 1). Цилиндр излучает на частоте f гар�
моническую волну, в которой акустическое дав�
ление около излучателя описывается неизвест�
ным распределением . В линейном случае
для акустического давления  справедливо
уравнение Гельмгольца

(1)

где  – волновое число, Δ =  +

 +  – оператор Лапла�
са. Акустическое давление на цилиндрической
поверхности r = const может быть представлено
в виде ряда Фурье по ϕ (в силу периодичности

1 Строго говоря, такую голографию правильнее называть го�
лографией сверхближнего поля, поскольку традиционно
определяемое ближнее поле источника простирается до
расстояния ~D2/λ (D – диаметр источника, λ – длина вол�
ны) и поэтому для источников больших волновых разме�
ров намного превышает длину волны.
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Рис. 1. Расположение излучающего цилиндра и по�
верхности измерений.



106

АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ  том 57  № 1  2011

ЦЫСАРЬ и др.

поля по полярному углу) и интеграла Фурье по
 [9]: 

(2)

Здесь волновое число  задает пространственную
частоту в направлении оси , а номер m характе�
ризует частоту осцилляций в зависимости от по�
лярного угла (число m равно количеству периодов
выбранной спектральной компоненты при пол�
ном обходе окружности цилиндра). Аналогично
тому, как в случае плоских источников, простран�
ственный спектр представляет собой разложение
поля по плоским волнам разных направлений,
представление (2) выражает поле цилиндриче�
ских источников в виде суперпозиции “винто�
вых” волн, волновые фронты которых в дальней
зоне принимают коническую форму [6]. Значение
спектральной амплитуды  можно полу�
чить, применив обратное преобразование Фурье
к обеим частям выражения (2):

(3)

Подставив (2) в (1), придем к уравнению Бесселя
для функции . Его решения, соответству�
ющие расходящимся волнам, выражаются через

функции Ханкеля: , где

. В результате для двух произвольных
значений радиальной координаты  и 
получим выражение, связывающее простран�
ственные спектры акустического давления в рас�
ходящейся волне на разных цилиндрических по�
верхностях:

(4)

где множитель , часто называемый
“пропагатором” [10], выражается через отноше�
ние соответствующих функций Ханкеля:

(5)

Таким образом, если известно распределение аку�
стического давления на какой�либо цилиндриче�
ской поверхности , то с помощью выраже�
ний (2)–(5) можно рассчитать, каким будет дав�
ление на любой цилиндрической поверхности

. С другой стороны, выписанные выра�
жения позволяют решить и обратную задачу: если
известно распределение давления при  , то
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по нему можно вычислить исходное распределе�
ние давления на источнике :

. (6)

В этом и состоит суть спектрального метода голо�
графии цилиндрических источников [8, 11]. 

В некоторых случаях интерес представляет не
акустическое давление, а нормальная компонен�
та колебательной скорости vr на поверхности ис�
точника. Голографическая задача в такой постанов�
ке решается аналогично. Из уравнения движения
следует, что компоненты пространственного спек�
тра акустического давления и радиальной колеба�
тельной скорости связаны следующим образом:

 = , где  – плотность
среды. Согласно (4) и (5) имеем 

(7)

где  – производная функции
Ханкеля по аргументу. После нахождения спек�
тральной амплитуды  значение нормаль�
ной компоненты колебательной скорости на по�
верхности источника найдется посредством об�
ратного преобразования Фурье:

(8)

Формулы (3), (7) и (8) позволяют найти распреде�
ление скорости на поверхности источника по ре�
зультатам измерения давления на окружающей
его цилиндрической поверхности.

Выписанные выше формулы задают точное
решение задачи о нахождении поля на цилиндри�
ческом источнике по известному полю на некото�
ром расстоянии от него. Однако при практиче�
ской реализации описанного алгоритма точный
расчет оказывается невозможным по нескольким
причинам. Наряду с чисто техническим ограни�
чением, обусловленным проведением измерений
в конечном числе точек, существует более прин�
ципиальная проблема, связанная с наличием не�
распространяющихся (“неоднородных”) волн.
Эта дифракционная особенность хорошо извест�
на в случае плоских источников, для которых ам�
плитуда неоднородных волн затухает с расстоя�
нием по экспоненте. Наличие шумов измери�
тельной системы приводит к тому, что параметры
неоднородных волн не могут быть с достаточной
точностью измерены на больших расстояниях от
источника. В результате описанный выше алго�
ритм решения обратной задачи нахождения поля
на источнике становится некорректным и его
формальное применение приводит к большим
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ошибкам. Практическим решением здесь являет�
ся отбрасывание неоднородных волн. При таком
подходе задача становится корректной, но неод�
нородности меньше длины волны не восстанав�
ливаются, т.е. голографическая процедура позво�
ляет найти лишь сглаженный вариант поля на ис�
точнике. 

Для уменьшения эффекта сглаживания можно
проводить измерения на небольшом расстоянии
от источника, где не все неоднородные волны
успевают заметно затухнуть и поэтому могут быть
измерены и использованы для нахождения поля
на источнике (упомянутая выше голография
ближнего поля [6]). К настоящему моменту суще�
ствует ряд работ, в которых производилось иссле�
дование цилиндрических источников методом
голографии ближнего поля. В работах [8, 11] были
произведены исследования колебаний цилиндра
в воде на частотах порядка 2 кГц , при этом особое
внимание уделялось наличию неоднородных
волн, с помощью которых возможно получение
разрешающей способности, превосходящей стан�
дартный дифракционный предел. В работах [12,
13] производилось исследование акустических
источников в воздухе при наличии шума и непо�
стоянства уровня излучения с использованием
голографии ближнего поля в цилиндрических ко�
ординатах в диапазоне частот 0.8–1.3 кГц. 

При исследовании пьезоэлектрических источ�
ников, работающих на мегагерцовых частотах,
проведение измерений на малых расстояниях от
источника (порядка длины волны) обычно невоз�
можны. Причиной тому являются неизбежные
переотражения акустической волны между при�
емником и излучающей поверхностью. Кроме то�
го, заметной может оказаться электромагнитная
наводка от источника, маскирующая слабые аку�
стические сигналы. Поэтому измерения прихо�
дится проводить на большом расстоянии от излу�
чателя, что делает невозможным учет неоднород�
ных волн. Впрочем, использующиеся на практике
пьезоэлектрические источники мегагерцового
диапазона обычно имеют большие волновые раз�
меры, и роль неоднородных волн в создаваемых
ими полях несущественна. Таким образом, голо�
графия без учета неоднородных волн является до�
статочно точным инструментом исследования
источников.

Для рассматриваемых в настоящей работе ис�
точников цилиндрически расходящихся волн
имеется важная специфика неоднородных волн,
учет которой позволяет уменьшить эффект ди�
фракционного сглаживания при проведении из�
мерений на больших по сравнению с длиной вол�
ны расстояниях. Как уже отмечалось, комплекс�
ная амплитуда спектральной компоненты имеет

вид . При 

аргумент функции Ханкеля становится мнимым,

( ) ( )−

(1) 2 2; ~m z m zP k r H k k r > = ωzk k c

и она переходит в функцию Макдональда дей�

ствительного аргумента , где

, т.е. волна становится экспоненци�

ально спадающей: . Та�
ким образом, спектральные компоненты с волно�
вым аксиальным числом  описывают неод�
нородные волны, которые следует отбросить при
проведении измерений на больших расстояниях
от источника. 

Однако условие  недостаточно для того,
чтобы соответствующая спектральная компонента
имела вид распространяющейся волны. Действи�
тельно, в случае плоских источников компонента
углового спектра является распространяющейся

при , где  и  – пространственные
частоты в направлениях  и  на плоскости источ�
ника. По аналогии, в случае цилиндрических ис�
точников можно предположить существование
похожего условия, в котором роль компоненты 
должна играть компонента, соответствующая по�
лярному углу: , где  – про�
странственный период возмущения на расстоя�
нии , соответствующий угловой компоненте с
индексом . Иначе говоря, эффективное волно�
вое число

(9)

а вместе с ним и условие, при котором волна яв�
ляется распространяющейся: 

(10)

оказываются зависящими от расстояния. 
Эта важная особенность поведения спектраль�

ных компонент на первый взгляд не очевидна.
Действительно, если выполняется условие ,
то аргумент функции Ханкеля в зависимости

 ~  является действитель�

ным, т.е. волна вроде бы является распространяю�
щейся. Кажущийся парадокс объясняется специ�
фической структурой функций Ханкеля. Заметим,
что функция Ханкеля выражается через функции

Бесселя и Неймана:  = . Каж�
дая из входящих в это представление функций

 и  является, в отличие от , дей�
ствительной функцией и описывает стоячую ци�
линдрическую волну. Для функции Бесселя 
известно, что при  ее значение мало, т.е. со�

ответствующее поле ~  превраща�
ется в стоячую волну. Иначе говоря, при ξ =

=  волна переносит энергию лишь в
пределах масштаба меньше длины волны, т.е. мо�
жет считаться нераспространяющейся. Записы�

( ) ( )κ κ
(1) ~m mH i r K r
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2 2
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вая это условие в виде , полу�
чим, что волна является нераспространяющейся

при , что совпадает с критерием (10),
выписанным выше для распространяющейся
волны по аналогии со случаем плоских источни�
ков. Как отмечено в работе [6], затухание упомя�
нутых волн происходит приблизительно по сте�

пенному закону: . Такая зави�
симость означает, что хотя затухание является
довольно сильным (особенно для ), спад не
является экспоненциально быстрым, т.е. имеется
возможность зарегистрировать сигнал вдали от
источника.

Из формул (9) и (10) следует, что для цилин�
дрических источников не всегда можно провести
четкое разграничение между распространяющи�
мися и нераспространяющимися волнами (в от�
личие от того, как это делается в случае плоских
источников). Имеется три типа волн: 1) заведомо
распространяющиеся компоненты – те, для кото�
рых выполняется условие (10) на расстоянии ,
т.е. при ; 2) заведомо нераспространяю�
щиеся компоненты – те, для которых ;
3) компоненты, которые на самом источнике и

вплоть до расстояния  являются не�
распространяющимися, а затем начинают рас�
пространяться. Существование волн 3�го типа
обусловлено тем, что в цилиндрически расходя�

ϕ− < =

2 2
zk k m r k

ϕ + >
2 2

zk k k

( ) ( )Π ≈0 0; , m
m zk r r r r

1m �

0r

ϕ = 0k m r
>zk k

= −

2 2
zr m k k

щейся волне поперечный масштаб в направлении
изменения полярного угла растет линейно с рас�
стоянием, т.е. те неоднородности, которые изна�
чально были малы по сравнению с длиной волны,
рано или поздно начинают превосходить длину
волны и поэтому перестают быстро затухать. 

При построении голографического алгоритма
дальнего поля по формуле (6) можно использо�
вать волны 1�го типа, т.е. заведомо распространя�
ющиеся спектральные компоненты. Такой выбор
обеспечит устойчивость, но приведет к сглажива�
нию распределения давления на источнике как в
направлении , так и в направлении ϕ. Эффект
сглаживания поля на источнике в направлении ϕ
можно уменьшить, если использовать и те волны
3�го типа, которые превращаются в распростра�
няющиеся до того, как успеют заметно затухнуть.
Хотя измерения при этом могут проводиться на
расстоянии многих длин волн от источника, для
точности восстановления поля на источнике уда�
ется превысить стандартный дифракционный
предел, составляющий половину длины волны
(так же как в голографии ближнего поля). 

Критерий выбора нужного количества спек�
тральных компонент 3�го типа зависит от точно�
сти измерений. В качестве примера рассмотрим
цилиндрический источник радиуса  = 9.25 мм и
частотой = 1.5 МГц. Пусть сбор голографиче�
ской информации производится на цилиндре ра�
диуса  = 40 мм, а скорость звука в среде равна

. Такие параметры использовались
в описанном ниже численном эксперименте. На
рис. 2 построены зависимости модуля пропагато�
ра (5) для нескольких значений отношения .
Значения критического углового индекса 

(11)

при превышении которого ( ) волна на ис�
точнике является затухающей, соответствуют
вертикальной штриховой линии. Как видно, с ро�
стом углового индекса пропагатор практически
не ослабевает вплоть до , но начинающийся
при дальнейшем росте  спад не является кру�
тым, благодаря чему на поверхности  можно
зарегистрировать часть спектральных компонент
с номерами . Например, при  = 0 спад
на 100 дБ происходит при . Таким обра�
зом, при нахождении поля на источнике можно
использовать большее количество угловых ком�
понент и тем самым повысить пространственное
разрешение.

Рассмотрим численный пример, иллюстриру�
ющий особенности рассматриваемого алгоритма
голографии. Пусть на исходном цилиндре радиу�
са  = 9.25 мм давление отлично от нуля на поло�
вине цилиндра ( ) в пределах участка

z

0r
f

1r
= мм мкс1.5c

zk k
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2 2

0 0,z zm k k k r= −

> 0m m
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Рис. 2. Зависимость величины 20  от m, где

 – пропагатор (5), для значений  =

= 9.25 мм, = 40 мм,  = 1.5 МГц, и для  = 0, 0.6
и 0.9. Вертикальные штриховые линии соответствуют

значениям критического углового индекса 

, при превышении которого ( ) вол�
на на источнике является нераспространяющейся.

Πmlg

( )Π 0 1; ,m zk r r 0r

1r f zk k

( ) =0 zm k
2 2
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высотой  = 6 мм ( ) – см. рис. 3а.
Частота излучения  = 1.5 МГц. Пусть измерение
амплитуды и фазы волны производится на ци�
линдре радиуса  = 40 мм и высоты l = 20 мм
( ). Измерения проводятся в узлах
сетки с шагом (0.25 мм) меньше половины длины
волны (0.5 мм). 

Алгоритм расчета пояснен на рис. 3. На первом
шаге по формуле (3) с использованием шага мно�
го меньшего длины волны на основе быстрого
преобразования Фурье (БПФ) был вычислен про�
странственный спектр поля давления на источ�
нике , см. рис. 3а, нижний рисунок. Затем
по формулам (4)–(5) находился пространствен�
ный спектр  на поверхности измерения

. На следующем шаге по формуле (2) вычис�
лялись значения давления  в узлах изме�
рительной сетки. Это распределение моделирова�
ло данные гипотетического эксперимента (рис. 3б,
вверху). Далее эти данные использовались для
расчета пространственного спектра при  на
основе формулы (3), в которой интегралы при�
ближенно заменялись суммами по методу прямо�
угольников. Рассчитывались лишь те спектраль�
ные компоненты, для которых затухание на

0l ≤ ≤мм 13 мм7 z
f

1r
≤ ≤z 20 мм0

0( ; )m zP k r

1( ; )m zP k r
= 1r r

ϕ1( , , )p r z

= 1r r

участке от  до  не слишком велико (т.е.
либо только распространяющиеся волны, либо, в
дополнение к ним, обсужденные волны смешан�
ного типа). Амплитуды остальных компонент
принимались равными нулю. Получившееся рас�
пределение показано на рис. 3б внизу. После это�
го по формуле (6) решалась обратная задача – на�
ходился пространственный спектр волны на ис�
точнике, т.е. при  (рис. 3в, внизу). Далее по
формуле (2), в которой интегрирование прибли�
женно заменялось суммированием, вычислялось
распределение давления на источнике (рис. 3в,
вверху), которое сравнивалось с исходным значе�
нием  (рис. 3а, вверху). По отклонению
рассчитанного распределения от исходного мож�
но было оценивать точность голографического
восстановления и находить подходящие парамет�
ры измерительной сетки. 

МЕТОД ОБРАТНОГО РАСПРОСТРАНЕНИЯ, 
ОСНОВАННЫЙ НА ИНТЕГРАЛЕ РЭЛЕЯ

Указанный метод описывался нами ранее для
исследования плоских и сферически фокусиро�
ванных излучателей [2, 3], обладающих явно вы�
раженной направленностью. Изложим кратко

= 0r r = 1r r

= 0r r
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Рис. 3. Распределение амплитуды акустического давления (сверху) и соответствующий пространственный спектр в
логарифмическом масштабе (внизу). Границы спектральной области: K = 12.6 × 103 м–1, M = 120. (а) Исходные рас�
пределения на поверхности модельного цилиндрического излучателя радиуса r0 = 9.25 мм и высотой l = 20 мм на ча�
стоте f = 1.5 МГц. (б) Распределение давления и спектр на поверхности измерений r1 = 40 мм, (в) восстановленное рас�
пределение давления и спектр на поверхности излучателя. 
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суть метода. На некотором расстоянии от иссле�
дуемого акустического источника рассматривает�
ся охватывающая его поверхность , акустиче�
ское давление на которой считается известным из
эксперимента. Поля квазиплоских источников
больших волновых размеров имеют вид ограни�
ченных в поперечном направлении пучков, и по�
этому на практике измерение достаточно прово�
дить на участке поверхности напротив источника.
Задача состоит в нахождении акустических харак�
теристик на поверхности гармонического источ�
ника с помощью голограммы – измеренного на
участке  распределения комплексной амплиту�
ды акустического давления , где  – коор�
динаты точек поверхности . Принципиальная
возможность этого следует из обратимости вол�
нового уравнения во времени. Если поверхность

 мысленно заменить зеркалом, обращающим
время (в случае гармонических волн – обращаю�
щим фазу), то отраженная от него волна будет
распространяться назад и, дойдя до источника, в
определенном смысле восстановит свои исход�
ные характеристики. Амплитуда нормальной
компоненты колебательной скорости в точке  на
поверхности источника  может быть рассчи�
тана на основе амплитуды давления  с ис�
пользованием интеграла типа Рэлея [3]:

(12)

с ядром:

(13)

Здесь  – единичная внешняя нормаль к
поверхности источника в точке восстановления ,

 – единичная нормаль к элементу по�
верхности , ориентированная в направле�
нии источника. Если обозначить  и

, то после дифференцирования вы�
ражение для ядра (13) примет вид:

(14)

Необходимо отметить, что описанный выше
метод голографии является приближенным. При�
чиной тому является то принципиальное обстоя�
тельство, что инвариантности волнового уравне�
ния относительно изменения знака времени не�
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достаточно для полного обращения волнового
процесса во времени [14, 15]. При строгом расче�
те обратного распространения необходимо также
сделать так, чтобы и граничные условия были об�
ращены во времени, т.е. все источники стали рав�
ными по величине стоками. При расчете же вол�
ны по формуле (12) на поверхности излучателя
никакие стоки не возникают. Вместо этого обрат�
но распространяющейся (гипотетической) волне
фактически дается возможность свободно пройти
сквозь поверхность излучателя, что лишь прибли�
женно заменяет расположенные там стоки, осо�
бенно если проводится голографическое восста�
новление малых по сравнению с длиной волны
неоднородностей поля на излучателе. Как след�
ствие, при расчете распределения поля на излуча�
теле по формуле (12) происходит дифракционное
сглаживание неоднородностей меньших длины
волны. В то же время для крупных неоднородно�
стей поля на излучателе замена стоков “прозрач�
ностью” поверхности вполне оправдана, что и
объясняет высокую точность метода для квази�
плоских источников больших волновых размеров. 

В настоящей статье рассматриваются цилин�
дрические источники больших волновых разме�
ров, для которых пространственная локализация
поля имеется лишь в направлении вдоль оси ци�
линдра, а в плоскости, перпендикулярной оси,
излучение является расходящимся во все сторо�
ны. В силу указанных особенностей в качестве
поверхности измерений  для регистрации все�
го излучаемого поля приходится брать поверх�
ность, по полярному углу охватывающую иссле�
дуемый источник со всех сторон. При расчете об�
ратного распространения по формуле (12) от
такой замкнутой по углу поверхности волна пере�
секает каждый элемент поверхности цилиндри�
ческого излучателя дважды – не только с внеш�
ней, но и с внутренней стороны, т.е. эффективно
возникают не только нужные стоки, но и паразит�
ные источники. Поэтому интеграл Рэлея (12) не
позволяет провести корректное восстановление
поля на поверхности излучателя. 

Необходимую модификацию метода можно
сделать исходя из рассмотрения предельного слу�
чая очень высоких частот, когда распространение
волны происходит в соответствии в приближени�
ем геометрической акустики. В этом приближе�
нии при обратном распространении в заданную
точку поверхности приходят волны не от всех эле�
ментов поверхности , а лишь от тех, которые не
заслоняются самим цилиндрическим излучате�
лем. Остальные элементы поверхности  нахо�
дятся в зоне акустической тени. Поэтому если их
исключить при расчете по формуле (12), то упо�
мянутые выше паразитные источники будут так�
же исключены. В рамках такого подхода за основу
голографии следует взять интеграл Рэлея (12), в

ΣH

ΣH

ΣH
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котором интегрирование производится не по
всей поверхности измерения , а лишь по той ее
части , которая видна из точки  по�
верхности излучателя. Если поверхность излуча�
теля – цилиндр радиуса , восстановление поля
производится в точке с угловой координатой ϕ, а
сбор голографической информации проведен на
цилиндрической поверхности радиуса , то ука�
занная поверхность  соответствует диапазону
изменения полярного угла . Фор�
мула (12) в указанном приближении принимает
вид:

(15)

Здесь  и  задают границы интервала изме�
нения осевой координаты на области сканирова�
ния, а ядро (14) описывается следующим выраже�
нием:

(16)

где  – волновое число, R =

= . 

В эксперименте параметры акустической вол�
ны измеряются в конечном наборе точек поверх�
ности , поэтому при использовании выраже�
ния (15) интеграл следует аппроксимировать сум�
мой. При использовании метода на практике при
сборе голографической информации (т.е. при из�
мерении амплитуды и фазы волны) чрезвычайно
важным является выбор шага сканирования. При
слишком большом шаге параметры поля на излу�
чателе восстанавливаются с существенной ошиб�
кой. Если выбрать шаг чрезмерно малым, чтобы с
запасом гарантировать точность восстановления,
то время сканирования может оказаться недопу�
стимо большим (более нескольких часов). Есте�
ственно выбирать шаг сканирования исходя из
требования, чтобы на величине шага измеряемое
поле изменялось мало. Это требование заведомо
выполняется при шаге в полдлины волны (соот�
ветствующий критерий является не чем иным,
как критерием Найквиста, возникающим при
анализе пространственного спектра). В случае
цилиндрических источников на расстоянии мно�
го длин волн диаграмма направленности устанав�
ливается, и поэтому масштаб изменения поля по
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углу не изменяется, т.е. пространственный мас�
штаб растет пропорционально расстоянию от ис�
точника. Поэтому линейный шаг в направлении
изменения угла можно также увеличивать в соот�
ветствии с требуемым шагом по углу .
Шаг сканирования вдоль оси источника жела�
тельно брать близким к половине длины волны.
Более крупные шаги также могут оказаться доста�
точными, особенно если поверхность сканирова�
ния близка к фазовому фронту волны. Для нахож�
дения максимально допустимого шага удобно
проводить численное моделирование задач пря�
мого и обратного распространения применитель�
но к конкретному излучателю.

Результаты расчетов и сравнение предложен�
ного метода голографии со спектральным мето�
дом описаны ниже.

ЭКСПЕРИМЕНТ

Для проверки описанных методов голографии
был проведен ряд экспериментов с цилиндриче�
скими источниками, расположенными в воде.
Ниже изложены результаты для двух источников,
первый из которых анализировался с помощью
спектрального метода голографии, а второй – с
помощью метода интеграла Рэлея. Оба источника
имели форму полого цилиндра и были изготовле�
ны из радиально поляризованной ЦТС пьезоке�
рамики.

Первый излучатель представлял собой ци�
линдр внешним диаметром 18.5 мм, толщиной 1 мм
и высотой 20 мм. Внутренняя часть указанного
керамического цилиндра была заполнена возду�
хом. Излучатель закреплялся на торце соосного с
ним вертикально расположенного металлическо�
го стержня, который мог проворачиваться кон�
тролируемым образом вокруг оси и перемещаться
вдоль оси с помощью системы микропозициони�
рования (Velmex UniSlide VP9000, США). Перед
проведением экспериментов совпадение оси вра�
щения и оси излучателя обеспечивалось с точно�
стью до 0.05 мм путем предварительной установ�
ки и контроля зазора между поверхностью враща�
ющегося цилиндра и неподвижным экраном с
помощью набора калиброванных щупов. Для из�
мерений давления был использован игольчатый
гидрофон (SEA, PVDFZ44�0400) с предусилите�
лем, с диаметром чувствительного участка 0.4 мм,
также погруженный в воду и закрепленный на за�
данном расстоянии от источника. В процессе ска�
нирования гидрофон был неподвижен, а цилин�
дрический источник поворачивался или переме�
щался в вертикальном направлении. Такое
сканирование в системе координат источника
было эквивалентно перемещению датчика вдоль
цилиндрической поверхности, окружающей ис�
следуемый источник. Напряжение на излучатель

( )Δϕ = λ 02r
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подавалось с генератора (Hewlett Packard 33120A)
в виде радиоимпульсов длительностью 50 мкс и с
частотой заполнения 0.7–1.5 МГц (для разных из�
лучателей). Частота следования импульсов со�
ставляла около 300 Гц. Сигнал с гидрофона посту�
пал через усилитель на осциллограф (Tektronix
TDS520A), после чего обрабатывался в компью�
тере. Для увеличения отношения сигнал/шум,
которое определяет величину D, наряду с усиле�
нием сигнала, подававшегося на излучатель, про�
изводилось усреднение принимаемого сигнала по
нескольким периодам (10–20) в пределах наблю�
даемого временного окна и по времени (0.5–5 c)
при фиксированной частоте развертки 300 Гц в
каждой точке пространства. Путем увеличения
времени усреднения можно достичь значений D =
= 150 дБ и выше, однако суммарное время изме�
рений в этом случае для решетки сканирования
360 × 100 точек должно составлять несколько су�
ток. В рабочем режиме с параметрами усреднения,
при которых полное сканирование производилось
за время 6–8 часов, величина D принимала значе�
ния от 60 до 100 дБ. Перемещение излучателя осу�
ществлялось пошагово с помощью позиционной
системы под управлением компьютера.

На рис. 4а представлен внешний вид излуча�
теля с параметрами r0 = 9.25 мм, l = 20 мм, f =
= 1.528 МГц, с наклеенной на излучающую по�
верхность буквой “М” из пластилина. На рис. 4б
представлены распределения амплитуды (ввер�
ху) и фазы (внизу) акустического давления на
цилиндрической поверхности радиуса r1 = 40 мм.
Измерения производились на сетке 360 × 80 то�

чек с шагом по углу в 1 градус, по направлению
оси излучателя с шагом 0.5 мм. Измеренное поле
содержит информацию о распределении акусти�
ческого давления на поверхности излучателя, в
том числе сильно размытый контур буквы “М”.
На рис. 4в представлены распределения амплиту�
ды и фазы акустического давления на поверхно�
сти цилиндрического источника, полученные с
помощью описанного спектрального метода аку�
стической голографии. При расчетах использова�
лось ограничение на пространственный спектр
сигнала с использованием значения D = 80 дБ.
Отчетливо видно, что характерные особенности
распределения амплитуды и фазы давления хоро�
шо повторяют форму наклеенной буквы “М”. 

Обработка полученных данных для этого излу�
чателя проводилась и с помощью метода интегра�
ла Рэлея. Картины распределения амплитуды и
фазы давления на поверхности источника, полу�
ченные двумя методами, оказались практически
неразличимыми. Поэтому здесь приведены лишь
результаты, полученные методом углового спек�
тра. Более подробное сравнение двух методов
проведено в заключительном разделе статьи. 

Второй цилиндрический источник имел вы�
соту 6 мм и диаметр 2.7 мм. Толщина стенок ци�
линдра составляла 270 ± 25 мкм. Во внутренней
полости цилиндра размещался акустический от�
ражатель – стержень из латуни, отделенный от
внутренней стенки цилиндра водяным зазором
чуть меньше половины длины волны. Источник
достигал наибольшей акустической мощности в
полосе частот около 9.0 ± 0.25 МГц. Он размещал�
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Рис. 4. (а) Фотография излучателя r1 = 9.25 мм, l = 20 мм, f = 1.528 МГц, (б) распределение амплитуды и фазы давления
на поверхности измерений r1 = 40 мм, (в) восстановленное распределение амплитуды и фазы давления на поверхности
излучателя.
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ся на наконечнике внутрисосудистого катетера,
предназначенного для минимально инвазивного
воздействия на сердечные ткани при лечении
симптомов аритмии предсердий [16]. 

Так же как и в случае первого излучателя, уль�
тразвуковое поле измерялось в импульсно�пери�
одическом режиме. Использовалась микропози�
ционная установка по контролю за качеством из�
лучателей (ProRhythm Inc, США), показанная на
рис. 5. Наконечник катетера с расположенным на
нем цилиндрическим излучателем поворачивался
вокруг своей оси, а гидрофон мог независимо
перемещаться в осевом (вертикальном) направ�
лении. Это позволяло производить измерения
акустического давления в произвольных точках
соосной с излучателем цилиндрической поверх�
ности. И поворот излучателя, и перемещение
гидрофона осуществлялись автоматически с по�
мощью управляемых компьютером шаговых
двигателей системы микропозиционирования.
Электрические импульсы длительностью 5–
10 мкс создавались генератором (HP 33120A, Agi�
lent Technologies Inc, США), усиливались (усили�
тель Communication Power Corporation, Haup�
pauge, NY, США) и подавались на излучатель.
Средняя электрическая мощность не превышала
30 Вт при частоте повторения импульсов 1 кГц.
Каждый излученный акустический сигнал при�
нимался миниатюрным игольчатым гидрофоном

с диаметром чувствительного участка 40 мкм
(Precision Acoustics Ltd, Dorchester, Великобрита�
ния). Электрический сигнал гидрофона подавал�
ся на вход осциллографа (HP 54615B, Agilent
Technologies Inc, США), где в заданном окне по�
стоянная по амплитуде часть сигнала усредня�
лась. Соответствующий временной участок счи�
тывался в компьютер, и с использованием преоб�
разования Гильберта рассчитывались амплитуда и
сдвиг по фазе измеренного акустического давле�
ния относительно заданного реперного сигнала
той же несущей частоты. 

Восстановление распределения нормальной
компоненты скорости на поверхности излучателя
производилось методом голографии с использо�
ванием интеграла Рэлея по формулам (15)–(16).
Отметим, что поскольку частота источника была
сравнительно велика, размер анализируемых не�
однородностей был много больше длины волны,
т.е. не было необходимости в улучшении разре�
шения с использованием неоднородных волн.
Поэтому при анализе данных метод углового
спектра не использовался (в отличие от предыду�
щего эксперимента). Результаты при проведении
измерений на расстояниях от 10 мм до 60 мм сов�
пали и оказались мало зависящими от точности
юстировки системы. Ниже приведены результаты
для сканирования на частоте 9 МГц на расстоянии

 20 мм. Вертикальное сканирование проводи�=1r

Система
позиционирования

излучатель

гидрофон

Рис. 5. Фотография установки для сканирования цилиндрических излучателей. Игольчатый гидрофон может переме�
щаться системой микропозиционирования, а излучатель поворачиваться вокруг своей оси. Источник и приемник на�
ходятся в баке с водой.

8
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лось в пределах 12 мм (т.е. на интервале в 2 раза
большем высоты источника) с шагом 0.1 мм, что
несколько меньше длины волны в воде

мм. Сканирование вдоль одной верти�
кальной линии занимало около минуты, а общее
время сканирования, пропорциональное количе�
ству шагов по углу, составляло от одного часа (60
шагов по 6 градусов) до нескольких часов. Заме�
тим, что масштаб в одну длины волны, приведен�
ный к поверхности источника, соответствует
примерно 7 градусам.

На рис. 6а представлен внешний вид излучате�
ля. На поверхность излучателя нанесена погло�
щающая полоска из воска в форме латинских
букв “PRI”. Аналогично рис. 4б и 4в, распредели�
ния амплитуды (вверху) и относительной фазы
(внизу) показаны на рис. 6б, а распределения
нормальной компоненты колебательной скоро�
сти на поверхности излучателя показаны на
рис. 6в. В отличие от предыдущего эксперимента,
распределения скоростей в данном случае были
получены методом обратного распространения
на основе интеграла Релея (15). Контуры букв
“PRI” четко распознаются в восстановленом рас�
пределении скоростей на рис. 6в, но малоразли�
чимы в распределении амплитуды и сдвига фаз на
поверхности измерения (рис. 6б). Простота и
устойчивость метода позволила накопить значи�
тельный опыт голографической визуализации
различных дефектов поверхности, припоя, тре�
щин и других неоднородностей и с течением вре�
мени выработать надежную систему контроля за
качеством производимых излучателей в их конеч�
ной стадии.

λ = 0.167

ОБСУЖДЕНИЕ И ВЫВОДЫ

Излучение цилиндрических источников рас�
ходится во все стороны от оси источника. Эту
особенность следует учитывать при формулиров�
ке различных методов акустической голографии. 

В частности, если при использовании метода
пространственного спектра действовать по ана�
логии со случаем плоских источников, то голо�
графия может оказаться либо невозможной, либо
недостаточно точной. Это в первую очередь каса�
ется выбора максимального углового индекса m,
удерживаемого в разложении по пространствен�
ным гармоникам (2). Если использовать все воз�
можные спектральные компоненты, являющиеся
распространяющимися волнами на поверхности
сканирования, то при расчете обратного распро�
странения возникнет неустойчивость. Это связа�
но с тем, что при приближении к источнику неко�
торые из удержанных компонент пространствен�
ного спектра превращаются в быстро затухающие
(“неоднородные”) волны, и задача обратного
распространения таких волн становится некор�
ректной. Алгоритм обратного распространения
будет заведомо устойчивым, если максимальный
угловой индекс выбрать так, чтобы все удержива�
емые спектральные компоненты являлись рас�
пространяющимися на самом источнике. Однако
в этом случае не будет достигнута предельно воз�
можная точность, поскольку при указанной от�
сечке не используется информативная высокоча�
стотная часть пространственного спектра, кото�
рая соответствует волнам переходного типа –
тем, которые поначалу являются неоднородны�
ми, но на некотором расстоянии от источника
меняют свой тип и начинают распространяться
без затухания. Оптимальная частота отсечки, тем

(а) (б) — акустическое давление (в) — норм. комп. скорости
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Рис. 6. (а) Фотография излучателя. (б) Распределение амплитуды (вверху) и фазы (внизу) акустического давления
на поверхности измерений r1 = 20 мм. (в) Восстановленное распределение амплитуды и фазы давления на поверх�
ности излучателя r0 = 1.35 мм. Шкалы для амплитуд акустического давления и скорости приведены, соответствен�
но, в МПа и м/c.
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самым, лежит между двумя указанными характер�
ными частотами. 

В методе акустической голографии цилиндри�
ческих источников, основанном на использова�
нии интеграла Рэлея, также имеется специфика
по сравнению со случаем плоских источников.
Она заключается в том, что при расчете обратного
распространения интегрирование проводится не
по всей поверхности измерений, охватывающий
источник, а лишь по той ее части, которая видна
из исследуемой точки источника.

Пространственное разрешение всех описанных
выше методов голографии ограничено дифракци�
ей. На практике это означает, что при голографи�
ческом восстановлении мелкомасштабные неод�
нородности поля теряются, т.е. происходит сгла�
живание. Вполне закономерен вопрос, до какой
степени эффект дифракционного сглаживания
искажает истинное поле на источнике при ис�
пользовании различных методов голографии. Ка�
чественно ответ на этот вопрос очевиден: сглажи�
вание должно проявляться для неоднородностей
порядка длины волны и меньше. Для количе�
ственного описания требуется проводить модели�
рование обратного распространения. 

Удобно рассмотреть неоднородность в виде
малого активного участка на поверхности ци�
линдрического излучателя. Рассмотрим случай
гауссовского профиля акустического давления

 по осевой и по угловой ко�
ординатам. Здесь  – характерный диаметр ак�
тивного участка. На рис. 7 приведены исходные
гауссовские распределения и результат их восста�
новления при использовании разных голографи�
ческих подходов для случаев  и ; па�
раметры цилиндрического излучателя указаны в

− + ϕ σ~ /2 2 2 2exp[ ( ) ]z r
σ

σ = λ σ = λ0.3

подрисуночной подписи. Слева показаны рас�
пределения по углу, справа – по аксиальной коор�
динате. Расчет проводился методом интеграла
Рэлея, а также методом пространственного спек�
тра при использовании заведомо распространяю�
щихся компонент ( ) и при дополнительном
учете волн переходного типа ( . Приме�
чательно, что при размере неоднородности, рав�
ном длине волны ( ), все методы голографии
дают практически идеальное восстановление.
Как видно на рис. 7, все соответствующие кривые
сливаются с исходным распределением. Таким
образом, уже начиная с неоднородностей разме�
ром в длину волны любой из рассмотренных ме�
тодов может считаться точным. Дифракционные
особенности проявляются лишь для более мелких
неоднородностей. Это видно из сравнения кри�
вых при . Все методы дают некоторую
ошибку при восстановлении. Наиболее точно
восстановление происходит при использовании
метода пространственного спектра с удержанием
компонент переходного типа ( . Метод
пространственного спектра с использованием за�
ведомо распространяющихся компонент и метод
интеграла Рэлея дают практически одинаковые
распределения. Иначе говоря, на практике с рав�
ным основанием можно использовать и тот, и
другой вариант акустической голографии. Важно,
что все они позволяют найти распределение поля
на источнике с высокой точностью, которая огра�
ничивается лишь эффектом сглаживания неод�
нородностей, меньших длины волны. 

Работа выполнена при частичной поддержке
грантов РФФИ 08�02�00368�а, ISTC 3691, NIH
R01EB007643 и НШ�4590.2010.2.
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Рис. 7. Распределение давления на поверхности цилиндрического излучателя радиуса r1 = 9.25 мм в угловом (а) и осе�

вом (б) направлениях. Исходное распределение задано распределением Гаусса  для  и 
при  мм. Приведено исходное распределение и результаты восстановления с поверхности измерений r1 = 40 мм

методом интеграла Рэлея и спектральным методом при  и . Для  кривые восстановления за�
метно отличаются, а для  все кривые сливаются и совпадают с исходным распределением.
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