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Рассматривается спектральный алгоритм описания нелинейной генерации акустической волны
разностной частоты, формируемой при взаимодействии двух близких интенсивных высокочастот-
ных волн накачки. При таком двухчастотном взаимодействии, в условиях образования ударных
фронтов в профиле волны, для корректного описания ее полного спектра необходимо использовать
в численном алгоритме порядка нескольких тысяч спектральных компонент. В работе предложен
метод, позволяющий существенно уменьшить это число при сохранении точности расчета поля
волны разностной частоты. Метод состоит в ограничении высокочастотной части спектра и проре-
живании комбинационных частот, расположенных между кратными исходным волнам накачки
компонентами спектра. В приближении распространения плоских одномерных волн рассмотрены
примеры взаимодействия близких частот, характерных для работы подводной параметрической ан-
тенны. Показано, что метод позволяет более чем в 100 раз сократить количество спектральных ком-
понент, включенных в алгоритм описания нелинейного оператора, и тем самым уменьшить число
операций на четыре порядка, что делает реализуемыми алгоритмы описания параметрических вза-
имодействий, в том числе и в акустических пучках.
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ВВЕДЕНИЕ

Исследование параметрических процессов яв-
ляется актуальной задачей для практических при-
ложений нелинейной акустики [1, 2]. При нели-
нейном взаимодействии двух близких интенсив-
ных высокочастотных волн накачки с частотами
fpump1 и fpump2 происходит генерация кратных гар-
моник и комбинационных частот. Поскольку по-
глощение в среде растет с увеличением частоты,
то высокочастотные спектральные компоненты
затухают быстрее, и на достаточно большом уда-
лении от источника распространяется только
волна разностной частоты fdif = |fpump1 – fpump2| [3].
Разработка алгоритмов расчета поля волны раз-
ностной частоты не теряет своей актуальности в
силу наличия ряда преимуществ нелинейного ме-

ханизма генерации низкочастотного излучения
и, как следствие, широкого практического при-
менения параметрических излучателей. Особен-
ностью такого двухчастотного взаимодействия
является чрезвычайно высокая, порядка несколь-
ких градусов, направленность низкочастотного
излучения [4, 5]. Кроме того, по сравнению с
обычным излучателем, работающим на той же ча-
стоте, параметрический излучатель отличается
небольшими размерами, отсутствием боковых
лепестков диаграммы направленности и широ-
кой частотной полосой излучаемого сигнала.

Параметрические излучатели остаются объек-
том как теоретических [6], так и эксперименталь-
ных исследований в течение нескольких последних
десятилетий [7–9]. Они активно используются как
в гидроакустике, например, для акустической то-
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мографии морских вод, зондирования океана,
профилирования донных структур [4], так и в
аэроакустике [10], например, при создании зву-
ковых прожекторов [11] для различных практиче-
ских применений [12].

В теоретическом описании процесса генера-
ции и распространения волны разностной часто-
ты используются модели различной сложности.
Наиболее общий подход при решении трехмер-
ных задач состоит в решении конечно-разност-
ными методами нелинейной системы уравнений
для сжимаемой сплошной среды с вязкостью [13].
Однако получение решений такой системы даже
для радиально симметричных источников сопря-
жено с большими вычислительными затратами.
Более удобной моделью для практического ис-
пользования является однонаправленное уравне-
ние Вестервельта, которое учитывает эффекты
нелинейности, дифракции и термовязкого погло-
щения [3]. В сопровождающей системе коорди-
нат его можно записать в виде:

(1)

Здесь p – акустическое давление, z – выделен-
ное направление вдоль оси пучка, τ = t – z/c0 –
время в бегущей системе координат, Δ = ∂2/∂x2 +
+ ∂2/∂y2 + ∂2/∂z2 – оператор Лапласа, с0 – скорость
звука, ρ0 – плотность среды, β и δ – коэффициен-
ты нелинейности и термовязкого поглощения в
среде, соответственно. При необходимости в
уравнении могут быть учтены и другие механиз-
мы поглощения, например, релаксация.

Изначально уравнение Вестервельта исполь-
зовалось при описании параметрических взаимо-
действий для получения аналитических оценок
амплитуды давления на разностной частоте в
дальнем поле излучателя [3]. В современных ис-
следованиях уравнение Вестервельта решается
численно, например, конечно-разностными ме-
тодами во временном представлении [14]. На ос-
нове этого уравнения также возможно получить
полуаналитические решения для поля разностной
частоты в квазилинейном приближении без ис-
пользования параксиального приближения [15].

При численном решении уравнения Вестер-
вельта для ультразвуковых источников медицин-
ской акустики широкое использование получил
метод расщепления по физическим факторам [16,
17]. Согласно этому методу, на каждом шаге по
продольной координате распространения волны
операторы в правой части уравнения, описываю-
щие различные физические эффекты, рассчиты-
ваются отдельно. Это позволяет использовать оп-
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тимальную численную схему для того или иного
оператора. Основная сложность возникает при
расчете дифракционного оператора, для реализа-
ции которого часто используется метод углового
спектра [18]. Для параметрических излучателей
такой метод расчета был реализован в квазили-
нейном случае в трехмерной геометрии [19].

Более простой моделью при расчете полей па-
раметрических излучателей является уравнение
Хохлова–Заболотской–Кузнецова (ХЗК)

(2)

которое отличается от уравнения Вестервельта
использованием параксиального приближения
при расчете дифракционного оператора в правой
части уравнения. Здесь Δ⊥ = ∂2/∂x2 + ∂2/∂y2 – ла-
пласиан по поперечным координатам. Для урав-
нения ХЗК были разработаны конечно-разност-
ные численные схемы как во временном [20], так и
в частотном представлениях [21], которые также
были основаны на методе расщепления по физи-
ческим факторам. В дальнейшем эти схемы были
использованы при описании полей разностной
частоты радиально симметричных [22–24] и пря-
моугольных излучателей [25].

Основная сложность численного моделиро-
вания параметрических взаимодействий в нели-
нейных пучках состоит в том, что если не огра-
ничиваться квазилинейным приближением и
принимать во внимание возможность образова-
ния разрывов в волне накачки, то количество
спектральных компонент, которые формально
необходимо учитывать в расчете, становится
очень большим, порядка нескольких тысяч. Это
становится особенно критичным при использо-
вании спектрального подхода для расчета нели-
нейного оператора, так как число операций про-
порционально квадрату числа гармоник [26].
В этом случае, при решении уравнений (1) и (2)
методом расщепления по физическим факторам,
на каждом шаге сетки вдоль координаты распро-
странения волны фактически решается одномер-
ная задача. Использование временного подхода
также затруднительно, так как, с одной стороны,
временное окно должно быть достаточно длинным,
чтобы вмещать низкочастотную компоненту, а с
другой стороны, шаг дискретизации по времени
должен быть достаточно малым, чтобы хорошо
прописывались высокочастотные компоненты и
их гармоники. В результате, даже с использова-
нием современных многоядерных компьютеров
трехмерное моделирование параметрических
процессов в полях, создаваемых излучателями с
апертурой произвольной формы, становится
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сложным как с точки зрения необходимых объе-
мов оперативной памяти, так и по времени вы-
числений.

Данное ограничение можно обойти, выделяя
наиболее важные спектральные компоненты, ко-
торые участвуют в формировании сигнала на раз-
ностной частоте, и оперируя только ими в чис-
ленной схеме. Такая идея рассматривалась ранее,
но, насколько нам известно, не была реализова-
на [24]. В нашей работе предложено оптимизиро-
вать расчет нелинейного оператора за счет проре-
живания спектра волны и выявления критериев,
по которым гармоники исключаются либо остав-
ляются в спектре. Представлен алгоритм реше-
ния уравнений (1) и (2) в одномерной постановке,
в которых рассматриваются только операторы не-
линейности и поглощения; описываются соот-
ветствующие параметрические явления. В этом
случае, без учета дифракционного оператора,
уравнения (1) и (2) переходят в одномерное нели-
нейное уравнение Бюргерса [27], а предложен-
ный метод позволяет существенно сократить чис-
ло операций в алгоритме расчета нелинейного
оператора. Развитие метода в одномерной поста-
новке направлено на его дальнейшее использова-
ние при решении полной нелинейно-дифракци-
онной задачи, рассмотрение которой остается за
рамками данной работы.

1. ТЕОРЕТИЧЕСКИЙ МЕТОД
1.1. Нелинейное уравнение Бюргерса

Для моделирования эффектов нелинейности и
поглощения при взаимодействии двух близких по
частоте одномерных высокочастотных плоских
волн запишем уравнение Бюргерса в виде [27]:

(3)

с граничным условием для волн накачки с часто-
тами fpump1 и fpump2:

(4)

где p0 – максимально достижимое акустическое
давление в исходной волне накачки, а ωpump1 =
= 2πfpump1 и ωpump2 = 2πfpump2 – циклические частоты.

Для удобства численного решения уравнения (3)
перейдем к безразмерным переменным: P = p/p0,
θ = ωdifτ, Z = z/lsh, где ωdif = 2πfdif – циклическая ча-
стота, соответствующая разностной частоте fdif =
= fpump1 – fpump2 (для определенности положим
fpump1 > fpump2), lsh – длина образования разрыва для
периода волны с максимальной амплитудой p0 и
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частотой ωpump1, которая является k-той гармони-
кой разностной частоты (ωpump1 ≡ ωk = kωdif):

Вводя также обратное акустическое число
Рейнольдса или число Гольдберга Γ на частоте
накачки fpump1 как:

(5)

получаем уравнение Бюргерса (3) и граничное
условие (4) в безразмерном виде:

(6)

(7)

Для уравнения (3) с граничным условием (4)
можно получить аналитическое решение для ам-
плитуды волны разностной частоты Adif,analyt(z) в
квазилинейном приближении в предположении по-
стоянства амплитуды волн накачки A1, A2 (4) [28]:

(8)

1.2. Граничное волновое поле и параметры среды

Численное моделирование генерации и рас-
пространения волны разностной частоты прово-
дилось на примере частот, амплитуд и параметров
среды, характерных для экспериментов с недавно раз-
работанной параметрической антенной в воде [29].
Считается, что максимальная эффективность па-
раметрической антенны достигается при доста-
точно высокой интенсивности волн накачки, ко-
гда нелинейное взаимодействие компенсирует
диссипативные процессы и профиль волны бли-
зок к разрывному [30, 31]. Для численного анали-
за в качестве граничного условия были взяты три
волны накачки с частотами fpump1 = 150 кГц и
fpump2 = 145, 140 и 135 кГц. Таким образом, генери-
ровались волны разностной частоты с fdif = 5, 10 и
15 кГц, соответственно. На рис. 1 представлен
один период безразмерного граничного профиля
волны (7) для трех выбранных пар взаимодей-
ствующих частот накачки.

Для оценки относительных вкладов нелиней-
ности и поглощения использовались данные не-
давних исследований с использованием подвод-
ной параметрической антенны: p0 = 0.6 МПа, c0 =
= 1502.25 м/c, ρ0 = 996.81 кг/м3 [29] и характерные
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для морской воды величины параметров нелинейно-
сти и поглощения: β = 3.5, δ = 4.42 × 10–6 м2/c [32].

1.3. Численный алгоритм

Представим решение уравнения (6) в виде ко-
нечного ряда Фурье с Nmax временных гармоник:

Тогда уравнение (6) в частотном представлении
записывается в виде конечной системы связан-
ных нелинейных уравнений [26]:

(9)

где 1 ≤ n ≤ Nmax,  – комплексно-сопряженная
амплитуда гармоники с номером m, а i – мнимая
единица. При этом граничное условие (7) имеет
вид: Pk–1,0 = Pk,0 = – 0.25i.

Система уравнений (9) решалaсь методом рас-
щепления по физическим факторам [16–18], при
этом каждый шаг по координате Z начинался и
заканчивался оператором поглощения, рассчи-
тываемым на половинном шаге сетки ΔZ/2. Та-
ким образом, схема применения метода расщеп-
ления по физическим факторам выглядит так:

где действие оператора поглощения на шаге ΔZ/2
и оператора нелинейности на шаге ΔZ обозначено
как LA,ΔZ/2 и LN,ΔZ, соответственно. Система нели-
нейных уравнений (9) без учета поглощения ре-
шалась методом Рунге–Кутты четвертого поряд-
ка [26], а для расчёта поглощения для каждой из
гармоник использовалось аналитическое реше-
ние в виде затухающей экспоненты.
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Для того чтобы выявить оптимальные пара-
метры численного алгоритма для получения ре-
ференсных решений, сначала рассчитывалось
распространение плоской волны накачки с ча-
стотой fpump1 = 150 кГц и амплитудой p0, соответ-
ствующей максимальной амплитуде в профиле вол-
ны при двухчастотном взаимодействии (рис. 1):
p(τ, z = 0) = p0sin(ωpump1τ). Расчеты проводились
при учете Nmax = 250 гармоник, безразмерный шаг
пространственной сетки составил ΔZ = 0.01, чис-
ло Гольдберга (5) равно Γ = 10–3. Для обеспечения
устойчивости численной схемы при моделирова-
нии необходимо, чтобы на разрыв приходилось
около 9 точек [33], что при выбранном количестве
гармоник Nmax определяется соответствующей ве-
личиной поглощения δ, поэтому физическое чис-
ло Гольдберга Γ = 10–3 было увеличено примерно
в 10 раз. Выбор Γmodel = 0.01 обусловлен взятым
для анализа количеством гармоник Nmax = 250, со-
ответствующим шагу сетки во времени Δθ =
= π/Nmax. В этом случае заметные отличия наблю-
даются только в структуре ударного фронта в его
окрестности θ = 0 ± 4π/Nmax, что составляет 1.6%
от длительности периода.

Сравнение результатов численного моделиро-
вания для вышеперечисленных параметров (штри-
ховая линия) с аналитическим решением для рима-
новой плоской волны [34] (сплошная линия)
представлено на рис. 2. Как видно из рисунка,
численное решение хорошо соответствует анали-
тическому как на расстояниях до образования
разрыва (Z < 1), так и после (Z > 1). Различия про-
являются только в тонкой структуре ударного
фронта и обусловлены конечным значением чис-
ла Гольдберга, которое и позволяет использовать
число гармоник, ограниченное сверху. На осталь-
ных участках решения практически не отличаются,
и при θ = 0 ± 20π/Nmax ошибка составляет уже ме-

Рис. 1. Один период безразмерного начального профиля волны при Z = 0 для трех случаев взаимодействующих пар ча-
стот накачки: (а) – fpump1 = 150 кГц и fpump2 = 145 кГц; (б) – fpump1 = 150 кГц и fpump2 = 140 кГц; (в) – fpump1 = 150 кГц
и fpump2 = 135 кГц.
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нее 1%. Таким образом, использование 250 гар-
моник для описания нелинейных процессов в вы-
сокочастотной волне представляется приемлемым.

Далее, при моделировании двухчастотных вза-
имодействий, также использовалось 250 гармо-
ник частоты накачки fpump1 и число Гольдберга
Γmodel = 0.01. В прямой постановке для описания
волн с выбранными частотами fpump1 = 150 кГц и
fpump2 = 145, 140 и 135 кГц, необходимо учитывать
Nmax = 7500, 3750 и 2500 гармоник разностной ча-
стоты, соответственно, что представляется труд-
но реализуемым при моделировании нелинейно-
дифракционных задач на основе уравнений (1) и
(2) ввиду квадратичного роста числа операций
при расчете нелинейного оператора (9) в зависи-
мости от Nmax.

1.4. Метод прореживания спектра

Идея предлагаемого в данной работе метода
уменьшения числа спектральных компонент в
численном решении, или прореживания спектра,
состоит в следующем. Известно, что при распро-
странении квазигармонической волны большой
интенсивности каскадные процессы генерации
новых частот направлены в основном в сторону
перехода энергии волны вверх по спектру [27].
Эффективность обратных процессов в сторону
генерации разностных частот гораздо меньше.
Ясно, что основной вклад в генерацию низкоча-
стотных компонент спектра будут вносить высо-
кочастотные компоненты с наибольшей ампли-
тудой, сосредоточенные вблизи кратных частот
волн накачки. При этом в полном спектре нели-
нейной волны присутствуют частоты с достаточ-
но малой амплитудой, которые можно отбросить
без существенной потери точности решения для
разностной частоты. Иллюстрация к методу про-
реживания спектра представлена на рис. 3 для
случая fdif = 10 кГц, где слева изображен исходный
спектр на расстоянии Z = 0 (два пика на частотах
накачки), а справа – спектр волны на расстоянии
Z = 3, рассчитанный с учетом полного числа гар-
моник Nmax = 3750. Отметим, что расстояние Z = 3
соответствует трем длинам образования разрыва
на высокочастотном периоде с максимальной ам-
плитудой p0, нелинейные эффекты для остальных
периодов с меньшей амплитудой выражены сла-
бее (рис. 1). Как видно, амплитуда компонент
спектра максимальна вблизи кратных гармоник
частот накачки, а между ними ее величина гораз-
до меньше.

Чтобы определить номера гармоник с наи-
большими амплитудами, вводилось безразмерное

пороговое давление Pth, отсекающее гармоники с
меньшей амплитудой (кроме первой) таким обра-
зом, чтобы в оптимизированном алгоритме при-
сутствовало заранее заданное число гармоник N,
меньшее, чем в эталонном решении. Здесь “эта-
лонным” решением будем называть численное
решение, полученное в моделировании с учетом
всех гармоник Nmax. Пороговые значения Pth ва-
рьировались так, чтобы количество компонент
спектра с амплитудой выше пороговой было N = 12,
25, 50 (штриховая, штрихпунктирная и пунктир-
ная линия, соответственно). Также варьирова-
лось безразмерное расстояние Z = 1, 1.5 и 3, на ко-
тором проводилась данная процедура для рас-
сматриваемых в работе трех значений fdif.
В полученном прореженном спектре с амплиту-
дами выше порогового уровня, во-первых, огра-
ничивалась высокочастотная часть спектра, а во-
вторых, сокращалось количество комбинационных
компонент, расположенных между амплитудны-
ми пиками кратных fpump1 и fpump2 частот. Далее ал-
горитм решения уравнения (6) модифицировался

Рис. 2. Искажение одного периода безразмерного
профиля волны накачки с частотой fpump1 = 150 кГц,
амплитудой p0 и поглощением Γmodel = 0.01 на рассто-
яниях: (а) – до образования разрыва по мере укруче-
ния фронта, Z = 0, 0.5 и 1; (б) – после образования
разрыва по мере уменьшения амплитуды, Z = 1.5, 3 и
10. Профили на расстояниях Z = 3 и Z = 10 искус-
ственно смещены вдоль временной шкалы на π/8 и
π/4, соответственно. Сплошная линия – аналитиче-
ское решение, штриховая линия – численное реше-
ние в случае учета Nmax = 250 гармоник в спектре.
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таким образом, чтобы вычисления проходили
только по индексам гармоник, оставленных по-
сле прореживания.

2. РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ

На рис. 4 представлены зависимости амплиту-
ды Pdif волны разностной частоты от расстояния Z
для трех значений fdif: 5 кГц (рис. 4а, 4г), 10 кГц
(рис. 4б, 4д) и 15 кГц (рис. 4в, 4е). Эталонное ре-
шение при N = Nmax показано на всех графиках
сплошной красной линией, а квазилинейное ре-
шение (8) – серой маркерной линией. Верхний
ряд графиков (рис. 4а–4в) получен при прорежи-
вании спектра эталонного решения на расстоя-
нии Z = 3 с различным количеством включенных
в нелинейный алгоритм гармоник: N = 12 (штри-
ховая линия), 25 (сплошная линия) и 50 (пунк-
тирная линия). Нижний ряд (рис. 4г–4е) получен
при прореживании спектра с фиксированным ко-
личеством включенных в нелинейный алгоритм
гармоник N = 25 на различных расстояниях Z = 1
(пунктирная линия), 1.5 (штриховая линия) и 3
(сплошная линия). Зависимости Pdif(Z) на на-
чальной стадии распространения показаны на
вкладках соответствующих рисунков.

Видно, что на начальном этапе, вплоть до рас-
стояния Z = 2, амплитуда волны разностной ча-
стоты в численном решении, как при учете всех
гармоник, так и при прореживании спектра, рас-
тет линейно и практически не отличается от ана-
литического решения, полученного в квазилиней-

ном приближении. Затем линейный рост замедля-
ется и сменяется насыщением на расстояниях
порядка нескольких длин образования разрыва.
При этом, чем больше величина разностной ча-
стоты fdif, тем больше энергии переходит в нее от
частот накачки в процессе генерации. Так, в соот-
ветствии с квазилинейным приближением (8), на
расстоянии Z = 1 амплитуда волны разностной
частоты пропорциональна ее величине и для fdif =
= 5 кГц составляет 0.2%, для fdif = 10 кГц – 0.4% и
для fdif = 15 кГц – 0.6% от максимальной амплиту-
ды исходной волны накачки p0 или 0.01, 0.04 и
0.09% от средней по периоду низкочастотной

волны начальной интенсивности /(4с0ρ0). При
достижении расстояний в несколько длин обра-
зования разрыва, на которых наступает насыще-
ние амплитуды волны разностной частоты, ее ам-
плитуда дополнительно увеличивается более чем
в 2 раза, что соответствует увеличению интенсив-
ности более чем в 4 раза.

Влияние прореживания спектра эталонного
решения на расстоянии Z = 3 на точность получа-
емого численного решения для Pdif при различ-
ном количестве включенных в нелинейный ал-
горитм гармоник N = 12, 25 и 50 в сравнении с
эталонным решением при N = Nmax иллюстриру-
ется на рис. 4а–4в. Видно, что при N = 12 числен-
ное решение для волны разностной частоты силь-
но отличается от эталонного, начиная с расстоя-
ний порядка Z = 3. При использовании N = 25
гармоник в нелинейном алгоритме ошибка в вы-

2
0p

Рис. 3. Иллюстрация к методу прореживания спектра на примере случая fdif = 10 кГц. Слева изображен спектр исход-
ной волны Pn, где n = f/fdif – номер гармоники разностной частоты, на расстоянии Z = 0, а справа – спектр на рассто-
янии Z = 3 и пороги для N = 12, 25, 50 (штриховая, штрихпунктирная и пунктирная линия, соответственно).
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Рис. 5. (а)–(г) – Один период безразмерного профиля давления для fpump1 = 150 кГц и fpump2 = 140 кГц на расстояниях
Z = 1, 1.5, 3 и 10, соответственно; (д)–(з) – спектр волны на тех же расстояниях Z = 1, 1.5, 3 и 10, соответственно. Жир-
ной серой линией представлено эталонное решение, тонкой красной линией – результат прореживания спектра на
расстоянии Z = 3 в случае включения в нелинейный алгоритм N = 25 гармоник.
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Рис. 4. Зависимости амплитуды Pdif волны разностной частоты от расстояния Z для трех значений fdif: (а, г) 5 кГц, (б, д)
10 кГц и (в, е) 15 кГц. Графики (а)–(в) – прореживание спектра проводилось на расстоянии Z = 3 при различном ко-
личестве включенных в алгоритм гармоник: N = 12 (штриховая линия), 25 (сплошная линия) и 50 (пунктирная линия);
(г)–(е) – прореживание проводилось при N = 25 на разных расстояниях: Z = 1 (пунктирная линия), 1.5 (штриховая ли-
ния) и 3 (сплошная линия). На графиках также представлено решение в квазилинейном приближении (сплошная
маркерная линия) и эталонное решение (сплошная красная линия) при N = Nmax (7500, 3750 и 2500). Зависимости
Pdif(Z) на начальной стадии распространения показаны на вкладках соответствующих рисунков.
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числении амплитуды волны разностной частоты
составляет менее 0.4% на расстоянии Z = 1, менее
1.8% на расстоянии Z = 3 и менее 2.8% на рассто-
янии Z = 10, при этом максимальная ошибка во
всем диапазоне расстояний составляет менее
2.8%. При учете N = 50 гармоник ошибка не пре-
вышает 2% на всех расстояниях. С учетом того,
что параметрические излучатели используются в
основном в режимах вблизи образования удар-
ных фронтов, выбор N = 25 гармоник представля-
ется достаточным для дальнейшего анализа.

Влияние проведения прореживания спектра с
фиксированным количеством включенных в не-
линейный алгоритм гармоник N = 25 на различ-
ных расстояниях Z = 1, 1.5 и 3 в сравнении с эта-
лонным решением при N = Nmax иллюстрируется
на рис. 4г–4е. Видно, что все полученные реше-
ния достаточно близки, однако прореживание на
расстоянии Z = 3 оказывается предпочтитель-
ным. При таком выборе отличие от эталонного
решения на всех расстояниях для всех трех раз-
ностных частот составляет менее 2.8%.

Таким образом, для трех пар взаимодействую-
щих волн накачки с разностными частотами fdif = 5,
10 и 15 кГц число участвующих в нелинейном ал-
горитме спектральных компонент возможно со-
кратить с Nmax = 7500, 3750 и 2500 до N = 25 с
ошибкой менее 3% в расчете амплитуды разност-
ной частоты при наиболее удачном выборе рас-
стояния, на котором выполняется прореживание
спектра. Дальнейшие результаты будут представ-
лены для N = 25 спектральных компонент, полу-
ченных при прореживании эталонного численно-
го решения на расстоянии Z = 3.

Отметим, что на расстояниях Z < 2 аналитиче-
ское решение (8), полученное в квазилинейном
приближении при условии постоянства амплитуд
волн накачки (сплошная маркерная линия на
рис. 4а–4е), хорошо соответствует эталонному
решению и может быть использовано вместо чис-
ленного расчета нелинейного оператора. На рас-
стояниях Z > 2 ошибка при использовании квази-
линейного приближения быстро возрастает.

На рис. 5 представлены характерные профили
давления (рис. 5а–5г) и спектры (рис. 5д–5з) для
случая fdif = 10 кГц при распространении волны на
расстояния Z = 1, 1.5, 3 и 10 (тонкая красная линия)
в сравнении с эталонным решением при N = Nmax
(жирная серая линия) в случае прореживания
спектра на расстоянии Z = 3 и выборе порога, при
котором N = 25. Видно, что вследствие ограниче-
ния удерживаемых гармоник на высоких часто-
тах, в профиле появляются осцилляции за счет
эффекта отражения частот (рис. 5а–5г). Однако,

как показано выше, эти артефакты в описании
полного спектра волны слабо влияют на амплиту-
ду волны разностной частоты (рис. 4). В итоговом
прореженном спектре (рис. 5д–5з) остается раз-
ностная частота и группы от 1 до 5 спектральных
компонент вокруг 11 пиков, кратных начальным
частотам накачки. Каждая из этих групп пред-
ставляет собой последовательное чередование
двух и одной компонент спектра с максимальной
амплитудой, по бокам которых присутствуют
комбинационные частоты, число которых изме-
няется от 0 до 3 для первых шести групп и равно 0,
начиная с седьмой.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе численными методами исследован
процесс генерации волны разностной частоты,
формируемой при взаимодействии двух близких
высокочастотных волн накачки в нелинейной
среде. Расчеты проводились для одномерной вол-
ны на примере трех пар взаимодействующих ча-
стот, характерных для работы параметрических из-
лучателей, используемых в подводной акустике.

Был предложен метод прореживания спектра,
позволяющий сократить число включенных в не-
линейный алгоритм спектральных компонент бо-
лее чем на два порядка, что снижает количество
операций на четыре порядка. Разработанный
подход включает в себя ограничение числа высо-
кочастотных компонент и сокращение комбина-
ционных частот малой амплитуды, расположен-
ных в промежутках между кратными исходным
волнам гармониками. Показано, что прорежива-
ние частот в численном решении с большим чис-
лом спектральных компонент предпочтительно
проводить на расстоянии, равном трем длинам
образования разрыва для высокочастотного пе-
риода волны накачки с максимальной амплиту-
дой. При таком выборе амплитуда волны раз-
ностной частоты с ошибкой менее трех процен-
тов соответствует полученной в расчетах с учетом
полного числа спектральных компонент вплоть до
расстояний в десять длин образования разрыва.

Амплитуда волны разностной частоты про-
порциональна величине fdif и на расстоянии, рав-
ном одной длине образования разрыва, составляет
0.2, 0.4 и 0.6% от максимальной амплитуды волны
накачки или 0.01, 0.04 и 0.09% от средней по пе-
риоду низкочастотной волны интенсивности для
частот fdif = 5, 10, и 15 кГц. При достижении рас-
стояний насыщения амплитуда и интенсивность
волны разностной частоты дополнительно увели-
чиваются более чем в 2 и в 4 раза, соответственно.
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Показано также, что на расстояниях, меньших
двух характерных длин образования разрыва,
аналитическое выражение, полученное в квази-
линейном приближении при условии постоян-
ства амплитуд волн накачки, с хорошей точно-
стью аппроксимирует эталонное решение для
большого числа спектральных компонент. Таким
образом, квазилинейное приближение может
быть использовано при моделировании нелиней-
ных пучков. Результаты, полученные в работе, в
дальнейшем могут быть использованы для реше-
ния полной трехмерной нелинейно-дифракци-
онной задачи о генерации волны разностной ча-
стоты с помощью антенной решетки [29, 31].

Работа выполнена при поддержке грантов РФФИ
№ 20-02-00676 и фонда “БАЗИС” 20-2-2-21-1.
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