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1. ВВЕДЕНИЕ

Изучение фундаментальной проблемы нели�
нейного распространения встречных акустиче�
ских волн в неоднородных поглощающих средах
представляет собой одно из перспективных на�
правлений современной акустики. Во многом это
связано с развитием новых приложений мощного
ультразвука в медицине [1–3]. Примерами явля�
ются ультразвуковая эхография с использовани�
ем высших гармоник [4, 5], разрушение почечных
камней сфокусированными ударными импульса�
ми (экстракорпоральная литотрипсия) [6, 7] и не�
инвазивная ультразвуковая хирургия [8, 9]. Ос�
новные результаты в данной области получены
для однонаправленного распространения плос�
ких волн и ограниченных пучков в воде и биоло�
гических тканях, описываемых модельными нели�
нейными уравнениями эволюционного типа [2–6,
8–10]. Однако часто для решения практически важ�
ных задач визуализации воздействия ультразвука на
ткань и оценки эффективности и безопасности те�
рапевтического воздействия при облучении через
слои тканей различного типа необходимо учиты�
вать эффекты отражения и рассеяния. В этом слу�

чае встает вопрос о построении и решении полно�
го нелинейного волнового уравнения, где резуль�
татов на сегодняшний день получено гораздо
меньше [7, 11, 12]. Важной частью построения
полной волновой модели является включение в
нее частотно�зависимого поглощения и диспер�
сии, удовлетворяющих экспериментальным дан�
ным и соответствующих принципу причинности.

Как известно, волновое уравнение для класси�
ческой вязкой теплопроводящей жидкости со�
держит дифференциальный оператор, соответ�
ствующий поглощению, пропорциональному
квадрату частоты. Механизмы поглощения в мяг�
ких биологических тканях значительно более
сложные, они обусловлены различными видами
колебательной, структурной и химической релак�
сации, что приводит к экспериментально наблю�
даемому степенному частотному закону поглоще�
ния в виде

(1)

где α0 – коэффициент поглощения на частоте ω0,
ω – круговая частота, а величина показателя сте�
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пени η обычно изменяется в диапазоне от 1 до
1.5 [1].

Чтобы учесть это различие, дифференциаль�
ный оператор поглощения для вязкой теплопро�
водящей жидкости заменяется альтернативным
оператором потерь. Так, Руденко, Солуяном и
Хохловым было предложено записать оператор
потерь в уравнении ХЗК в общем интегральном
виде как свертку решения с ядром, соответствую�
щим произвольному частотному закону поглоще�
ния в среде [13]. Различные конкретные виды ин�
тегральных операторов для описания поглощения
в средах со степенным законом поглощения были
получены позже в работах О’Доннела [14], Коллин�
са [15] и Сзабо [16]. Был также предложен альтер�
нативный подход, который заключается в ап�
проксимации степенного закона поглощения (1)
суммой релаксационных процессов. Такой под�
ход соответствует связи поглощения в ткани с
различными релаксационными процессами. Были
предложены модели непрерывного распределения
релаксационных параметров [17] и дискретного на�
бора из нескольких релаксационных процессов
[18]. Было показано, что два процесса релаксации
достаточно точно аппроксимируют степенной за�
кон поглощения в диапазоне 1–12 МГц [19].

При проведении численного моделирования
интегральный вид оператора поглощения суще�
ственно замедляет расчеты. В качестве альтерна�
тивы Чен и Нолм получили оператор потерь на
основе дробного лапласиана для уравнений нели�
нейной акустики [20]. Этот оператор был позднее
обобщен с учетом дисперсии скорости звука в со�
ответствии с требованиями соотношений Кра�
мерса–Кронига [21]. В сравнении с оператором
временноKй свертки вычисление дробного лапла�
сиана зависит только от значений поля давления
в текущие моменты времени. Это позволяет эф�
фективно проводить численные расчеты с ис�
пользованием псевдоспектрального и K�про�
странственного методов [22].

Таким образом, моделирование распростране�
ния акустических волн в средах со степенным за�

коном поглощения по частоте  сводится к вве�
дению в волновое уравнение дробного лапласиа�

на  в пространственных координатах или
интегрального временноKго оператора поглоще�
ния. При этом построение самого интегрального
оператора, отвечающего степенному закону по�
глощения и принципу причинности, является не�
однозначным и по�прежнему представляет инте�
ресную научную задачу.

В данной работе предложен новый подход,
позволяющий, исходя из известной зависимости
поглощения от частоты, рассчитать функцию па�
мяти в интегральном законе поглощения. В рам�
ках развитого метода зависимость поглощения от
частоты может не описываться аналитическим

η
ω

2 2( )η−∇

выражением, а, например, может быть получена в
эксперименте или иметь сложный вид, когда не
удается рассчитать дисперсию скорости звука на
основе локальных дисперсионных соотношений.
В работе получена система уравнений для одно�
мерных встречных волн, описывающая эффекты
нелинейности, поглощения и дисперсии. Развит
конечно�разностный алгоритм для численного
моделирования полученной системы. Точность
алгоритма протестирована на примере решения
ряда задач акустики, имеющих аналитическое ре�
шение. Получены новые результаты в задаче о
распространении нелинейного импульса в среде
типа биологической ткани и его отражения от
мягкой границы.

2. ТЕОРЕТИЧЕСКИЙ МЕТОД

2.1. Метод построения причинного интегрального 
оператора для степенного закона поглощения

Будем описывать одномерное волновое дви�
жение в нелинейной среде с памятью системой
уравнений типа гидродинамики для акустиче�
ских волн:

(2)

(3)

(4)

где ρ' и p' – отклонения плотности и давления от
равновесных значений: ρ = ρ0(x) + ρ', p = p0 + p';
u – колебательная скорость частиц среды; ρ0(x) –
равновесная плотность среды, c0(x) – скорость
звука в среде, ε – параметр акустической нели�
нейности среды. Уравнение состояния (4) записа�
но в виде свертки во временноKй области. Здесь и
далее ядро S(τ) в интегральном законе поглоще�
ния (4) будем называть функцией памяти рас�
сматриваемой среды. Линеаризуя систему урав�
нений (2)–(4) для однородной среды, сведем по�
лученную систему к волновому уравнению
относительно возмущения плотности среды ρ':

(5)

Предложенный здесь способ получения дис�
персионного уравнения для (5) и на его основе
восстановления вида ядра S(t) в интегральном со�
отношении (4) заключается в следующем. Будем
искать решение (5) в виде бегущей волны

(6)

где комплексное волновое число k имеет вид
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(7)

Здесь k''(ω) = α(ω) описывает частотную зависи�
мость закона поглощения, а c(ω) – закон диспер�
сии. Подстановка выражения (6) для возмущения
плотности ρ' в волновое уравнение (5) дает дис�
персионное соотношение

(8)

где S(ω) определяется, с учетом принципа при�
чинности, как

(9)

Приравнивая правые части соотношений (7) и (8)
для волнового числа k, получим выражение для
функции памяти S(ω) в частотном представлении:

(10)

Выражение (10) легко переписать в виде соотно�
шений, выражающих поглощение α(ω) и дис�
персию скорости звука с(ω) через функцию па�
мяти S(ω):

(11)

В выражении (11) зависимость с(ω) неизвест�
на. Однако известно, что изменения скорости
звука с частотой в биологических тканях неболь�
шие [1]. Тогда будем искать S(ω) методом после�
довательных приближений, ограничиваясь пер�
вым приближением. Для этого поглощение α(ω)
и дисперсию скорости звука с(ω) представим в
виде

(12)

Если теперь подставить соотношения (12) для по�
глощения α(ω) и дисперсии скорости звука с(ω) в
выражение для S(ω) (10), то, после ряда преобразо�
ваний в приближении, что длина затухания намно�
го больше длины волны рассматриваемого излуче�
ния, α(ω)  ω/c(ω), перейдем к выражению

(13)

В выражении (13) первые два слагаемых пред�
ставляют собой нулевое приближение S(0)(ω), вы�
ражающее отсутствие дисперсии скорости звука
Re{S(0)(ω)} и заданную зависимость поглощения на
длине волны от частоты Im{S(0)(ω)}. Два последних
слагаемых описывают относительную поправку к
равновесной скорости звука Δc(ω)/c0, выражаю�
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щую закон дисперсии Re{S(1)(ω)}, и искусствен�
ную добавку Δα(ω)c0/ω к закону поглощения на
длине волны Im{S(1)(ω)}. Таким образом, выра�
жение (13) представляет собой первое прибли�
жение для S(1)(ω).

Перейдем теперь непосредственно к построе�
нию причинного ядра S(t') в интегральном законе
поглощения, используя метод последовательных
приближений, который состоит из двух шагов. На
первом шаге, если пренебречь дисперсией скоро�
сти звука и использовать в соотношении (10) вы�
ражение (1) для поглощения, то получим

(14)

Выражение (14) представляет собой нулевое при�
ближение S(0)(ω). Однако такое выражение не
удовлетворяет принципу причинности. В этом
легко убедиться, если сделать обратное преобра�
зование Фурье формулы (14), т.е. перейти от ча�
стотного представления функции памяти S(ω) к
временноKму S(t'):

(15)

Из полученного выражения видно, что функция
памяти S(t') ≠ 0 при t' < 0. Интеграл (15) аналити�
чески удается восстановить в редких случаях, по�
этому будем рассчитывать функцию S(t') числен�
но на узлах сетки по времени τn = τn:

(16)

где  N – количество узлов сетки, ис�
пользуемое в вычислениях функции памяти S(τn),
а τ – временноKй шаг сетки. Поскольку функция
памяти является действительной величиной, ее
спектр S(–ω) = S*(ω). Используя это свойство,
получим

(17)

На втором шаге для удовлетворения принципа
причинности будем считать, что в выражении
(17) при τ < 0 функция памяти S(τn) = 0. Если те�
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перь сделать прямое преобразование Фурье выра�
жения (17) с учетом, что S(τn) = 0 при τ < 0, то бу�
дет восстановлена причинная функция памяти
S(1)(ω) в первом приближении. Рис. 1 иллюстри�
рует поведение непричинной S(0) (пунктирная чер�
ная кривая) и причинной S(1) (сплошная серая кри�
вая) функций памяти в частотном и временноKм
представлениях. На рис. 1б функция памяти S(f)
изображена в зависимости от частоты f = ω/2π. За�
кон поглощения выбирался в виде α = α0|f/f0|

1.05,
коэффициент поглощения α0 на частоте 1 МГц
составлял 0.45 дБ/см, а скорость звука c0 = 1578 м/c,
что соответствует экспериментальным данным для
печени [1]. Из рис. 1б видно, что различие между
кривыми Re{S(0)(f)} (дисперсия отсутствует) и
Re{S(1)(f)} (дисперсия учитывается в (13) в виде
относительной поправки к равновесной скорости
звука) составляет менее 1.5%. Кривая Im{S(0)(f)},
описывающая точный закон поглощения на дли�
не волны от частоты (13), и кривая Im{S(1)(f)}, от�
вечающая за появление искусственной добавки к
закону поглощения, практически неотличимы в
диапазоне частот от 0 до 35 МГц. В результате, ис�

ходя из рис. 1б, можно получить относительную
поправку к равновесной скорости звука Δc(f)/c0

как половинную разность реальных частей
спектров функций памяти в первом и нулевом

приближениях  и ис�
кусственную добавку Δα(f)c0/f к закону погло�
щения на длине волны согласно выражению

 зависимость кото�
рых иллюстрирует рис. 2. Из рис. 2 видно, что от�
носительная поправка к равновесной скорости
звука (серая кривая), выражающая закон диспер�
сии, составляет менее 1%. При этом искусствен�
ная добавка к закону поглощения на длине волны
(черная кривая) – меньше 2 × 10–5 в диапазоне ча�
стот от 0 до 30 МГц, т.е. ошибка, вносимая в точ�
ный закон поглощения, мала. Таким образом,
развитый здесь метод построения причинного яд�
ра S(t') в интегральном законе поглощения в пер�
вом порядке метода последовательных прибли�
жений дает хорошую точность для сред типа био�
логической ткани и применим для описания
эффектов поглощения и дисперсии в слабодис�
пергирующих средах.

Таким образом, в нулевом приближении закон
поглощения α(ω) является точным, дисперсия
отсутствует, но функция памяти S(0) не отвечает
принципу причинности (14), (15). В первом при�
ближении, чтобы удовлетворить принцип при�
чинности, функция памяти S(0)(t') искусственно
зануляется при t' < 0, и автоматически получается
причинный вид функции памяти S(1). Как резуль�
тат, появляется поправка Δc(ω) к равновесной
скорости звука и искусственная добавка Δα(ω) к
закону поглощения, которая составляет меньше
одного процента в диапазоне частот от 0 до 30 МГц.
Уравнения (2)−(4) с причинным ядром (17) ис�
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Рис. 1. Зависимости абсолютных значений непри�
чинной S(0)(τn) (черная пунктирная кривая) и при�
чинной S(1)(τn) (серая сплошная кривая) функций
памяти от времени (а). Зависимости реальных и мни�
мых частей непричинной S(0)(f) (черная пунктирная
кривая) и причинной S(1)(f) (серая сплошная кривая)
функций памяти от частоты (б).
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Рис. 2. Относительная поправка к равновесной ско�
рости звука Δc(f)/c0 (серая кривая) и искусственная
добавка Δα(f)c0/f (черная кривая) к закону поглоще�
ния на длине волны в зависимости от частоты в диа�
пазоне от 0 до 30 МГц.
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пользуются далее для построения численной
модели.

2.2. Численная модель

В работе численно решалась система уравне�
ний (2)–(4) на отрезке (–x0; L + x0) с нулевыми
начальными условиями (рис. 3):

(18)
В качестве граничных условий, в зависимости от
задачи, использовалась жесткая (19а) или мягкая
(19б) граница:

(19a)

(19б)

'   '  ( , 0) 0, ( , 0) 0, ( , 0) 0.p x t u x t x t= = = = ρ = =

( )г г( , ) 0, , 0,
p

u x x t x x t
x
∂

= = = =
∂

( )г г, 0, ( , ) 0,u x x t p x x t
x

∂
= = = =

∂

где xг = –x0 или L + x0 – граница рассматриваемой
области.

Для моделирования волны, свободно уходя�
щей на бесконечность, вблизи границы рассмат�
риваемой области (–x0; L + x0) ставились так на�
зываемые PML�слои (идеально согласованные
слои) [23], которые обеспечивали безотражатель�
ное распространение падающей на них волны и
соответствовали отрезкам (–x0; 0) и (L; L + x0).
Длина  PML�слоя составляла доли процента от
длины рассматриваемого отрезка (–x0; L + x0).
Численный алгоритм реализовывался таким об�
разом, что в некоторой точке x1 задавался внут�
ренний источник ультразвуковых волн в виде им�
пульса определенной формы u (x1, t).

2.3. Численный алгоритм

Для использования конечно�разностного мето�
да при моделировании системы уравнений (2)–(4) с
ядром (17) в уравнении состояния функция u(x, t)
задавалась в узлах сетки по пространственной коор�
динате x и временноKй координате t как uq,s, а ρ'(x, t),
p'(x, t) – в узлах сетки, смещенной на половину ша�
га, как  и 

(20)

После замены производных в системе уравнений
(2)–(4) разностными слагаемыми система будет
иметь вид

(21)
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где τ – временноKй шаг сетки, h – шаг по простран�
ственной координате. В выражениях (21), (22) для
каждого узла сетки  величина плотности
равна  = 

Алгоритм реализуется таким образом, что на
каждом шаге по времени сначала решается раз�
ностное уравнение (22) для нахождения возму�
щенной плотности  (рис. 4а). Затем по
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всей ее временноKй истории в виде предыдущих N
шагов ищется акустическое давление  из
выражения (23). На последнем этапе по извест�
ным значениям  и  ищется вели�
чина колебательной скорости uq + 1, s + 1 из разност�
ного уравнения (21) (рис 4б).

3. РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ

Ниже представлены результаты использова�
ния предложенного метода для построения при�
чинной функции памяти и моделирования системы
уравнений (21)–(23), иллюстрирующие эффекты
распространения волны в двух направлениях, нели�
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Рис. 3. Схематичное изображение системы коорди�
нат, используемой в моделировании, с начальными и
граничными условиями. Вертикальная пунктирная
линия указывает положение внутреннего источника,
а примыкающая к ней сплошная кривая показывает
пример зависимости граничного условия от времени
в виде одиночного импульса давления.
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нейности, поглощения, дисперсии и отражения
от импедансной границы. Разработанный алго�
ритм протестирован на примере двух известных
модельных задач: распространение одиночного
импульса в вязкой теплопроводящей среде, де�
монстрирующее точность представления опера�
тора поглощения на сетке и отсутствие схемной
вязкости и дисперсии; а также нелинейное рас�
пространение плоской волны, иллюстрирующее
точность описания разностного оператора нели�
нейности. Далее рассмотрена задача о влиянии
различных физических эффектов на формирова�
ние структуры профиля волны: распространение
однополярного импульса в нелинейной среде с
памятью и в среде без памяти при отражении от
мягкой акустической границы. Исследована за�
дача отражения ударно�волнового импульса от

мягкой акустической границы, имитирующая си�
туацию отражения ультразвуковых волн с удар�
ными фронтами от пузырька пара, образующего�
ся в фокусе излучателей ультразвуковой хирургии
при вскипании ткани. Такая ситуация реализует�
ся в задачах применения мощного фокусирован�
ного ультразвука в неинвазивной хирургии и
представляет интерес для исследования соответ�
ствующих механизмов разрушения биологиче�
ской ткани. В основном, все расчеты проводи�
лись с шагом по времени τ = 300 пс и координате
h = 0.5 мкм.

Рис. 5 иллюстрирует зависимости коэффици�
ента поглощения α(f), нормированного на значе�
ние α0 при 1 МГц, и изменения скорости звука
Δc(ω)/c0 для сред с различным показателем степе�
ни η, рассчитанные данным методом (сплошная
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Рис. 4. Схема построения решения на смещенных сетках для нахождения возмущенной плотности (а) и колебательной
скорости (б).
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Рис. 5. Зависимости коэффициента поглощения α(f), нормированного на значение α0 при 1 МГц, и относительного
изменения скорости звука Δc(ω)/c0 для сред с различным показателем степени η (цифры у кривых), рассчитанные
предложенным в данной работе методом (сплошная кривая) и на основе локальных дисперсионных соотношений,
развитых в работах Сзабо (кружки).
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кривая) и на основе локальных дисперсионных
соотношений, развитых в работах Сзабо (кружки)
[1, 16]. Кривые на рисунке построены для крови
(η = 1.42, α0 = 0.22 дБ/см, с0 = 1570 м/с), печени
(η = 1.2, α0 = 0.71 дБ/см, с0 = 1600 м/с) [1], воды
(η = 2, α0 = 0.0025 дБ/см, с0 = 1500 м/с) и бутан�
диола (η = 1, α0 = 0.33 дБ/см, с0 = 1546 м/с). На
рис. 5а зависимости для коэффициента поглоще�
ния α(f) показаны без учета (кружки) и с учетом
поправки к закону поглощения Δα(f) (сплошная
линия), отвечающей принципу причинности.

Из рис. 5б видно, что дисперсия скорости зву�
ка действительно мала и составляет менее 1% в
мягких тканях в диапазоне от 1 до 10 МГц, а в слу�
чае классического квадратичного поглощения от�
сутствует. Различие в определении закона дис�
персии в рамках двух подходов составляет доли
процента. В отличие от модели локальных дис�
персионных соотношений Сзабо, где дисперси�
онные кривые удается рассчитать для определен�
ного вида закона поглощения, развитый здесь
метод позволяет рассчитать дисперсию скорости
звука по произвольному закону поглощения, ко�
торый может иметь сложный вид либо не иметь
аналитического выражения, например, будучи
полученным в эксперименте.

На рис. 6 представлены результаты моделиро�
вания, описывающие расплывание гауссовского
импульса с амплитудой p0 = 5 МПа в линейной
среде с квадратичным частотным законом погло�
щения η = 2. Видно, что численные расчеты с до�
статочно малыми шагами сетки (пунктирная чер�
ная кривая) хорошо согласуются с известным
аналитическим решением линеаризованного
уравнения Бюргерса в виде свертки функции Гри�
на точечного источника с исходным возмущени�

ем с гауссовым профилем p'(x = 0, t) = 
(сплошная серая кривая) [1]:

(24)

где δ = α0/( ) = 0.13 × 10–12 с2 м–1 – коэф�
фициент поглощения звука, соответствующий
квадратичному закону поглощения от частоты

α = α0(ω/ ). Здесь коэффициент α0 на частоте
f0 = ω0/2π = 1 МГц составлял 0.45 дБ/см, как в
биологической ткани; длительность импульса
2T0 = 1 мкс; скорость звука с0 = 1500 м/c, длина
затухания, на которой амплитуда импульса
уменьшается в е раз, составляет около 3 м.

В данной задаче для расчета плавного волно�
вого профиля шаг по координате h выбирался
равным 5 мкм, а шаг по времени τ – 3 нс в соответ�
ствии с критерием Куранта. При ширине исходного
гауссового импульса (пунктирная черная кривая)
1.5 мм это соответствовало примерно 300 точкам на
ширину исходного импульса. Видно, что такая дис�
кретизация была достаточна, чтобы при распро�
странении на расстояние около 2000 ширин ис�
ходного импульса (3 м), соответствующее одной
длине затухания, не проявлялись эффекты схем�
ной вязкости и дисперсии. На рисунке также
приведено решение при больших шагах сетки h =
= 250 мкм и τ = 30 нс (пунктирная серая кривая),
иллюстрирующих влияние схемной вязкости и
дисперсии. При выборе шага h = 5 мкм отличие от
точного решения на расстоянии около 2000 ши�
рин исходного импульса (3 м) составило чуть
меньше половины процента, а при в 50 раз боль�
шем шаге (h = 250 мкм) – около 27%.

Если рассматривать задачу о нелинейном од�
нонаправленном распространении нелинейных
волн Римана, то для нее существует точное реше�
ние, описываемое уравнением простых волн, ко�
торое следует из системы уравнений Эйлера в
случае адиабатического уравнения состояния и в
приближении малых чисел Маха:

(25)

где функция Ф(t) = p'(x = 0, t) задает временноKй
профиль волны на входе в нелинейную среду. Вы�
ражение (25) описывает невзаимодействующие
волны, бегущие как в положительном, так и в от�
рицательном направлении оси x, верхние знаки
соответствуют волне, бегущей вправо.

Результаты моделирования однонаправленно�
го распространения простой волны, бегущей в
положительном направлении x (вправо), показа�
ны на рис. 7. Исходный импульс имел гауссову

форму  с амплитудой
p0 = 5 МПа и длительностью 2T0 = 1 мкс, парамет�
ры нелинейной среды с0, ρ0, ε были близки к па�
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Рис. 6. Сравнение точного (сплошная серая кри�
вая) и численного (пунктирная черная кривая) ре�
шений для исходного гауссового импульса (тонкая
пунктирная черная линия) с амплитудой p0 = 5 МПа и
длительностью 1 мкс после распространения на
расстояние 3 м в среде с коэффициентом поглоще�
ния α0 = 0.45 дБ/см на частоте 1 МГц при различ�
ных шагах сетки h = 5 мкм и h = 250 мкм.



АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ  том 60  № 4  2014

РАСПРОСТРАНЕНИЕ ВСТРЕЧНЫХ ВОЛН С РАЗРЫВАМИ 363

раметрам биологической ткани (с0 = 1578 м/с,
ρ0 = 1060 кг/м3, ε = 4.38) [1]. Сплошные кривые на
рисунке рассчитаны численно на основе развито�
го здесь алгоритма и совмещены с пунктирными
кривыми, полученными на основе точного реше�
ния уравнения простых волн

(26)

В выражении (26) переменная τ = t – x/c0 – время
в бегущей системе координат. Если перейти от не�
явного решения p'(x, τ) к явному τ(x, p') в формуле
(26), то получим

(27)

Для построения решения нужно просто сложить

исходный профиль волны  = 

с линейной функцией 

Как известно из теории и подтверждается чис�
ленным расчетом, по мере распространения
участки с более высоким положительным давле�
нием распространяются быстрее и как следствие
“набегают” на участки с менее высоким давлени�
ем, скорость которых меньше. В результате этого
участки с увеличивающимся давлением становят�
ся более крутыми, а участки со спадающим давле�
нием, – напротив, более пологими. Как видно из
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вится вертикальной, а при дальнейшем увеличе�
нии расстояния возникает неоднозначность –
“перехлест”.

На рис. 7 подобный профиль изображен для
расстояния x = 4xp с учетом “правила равных пло�
щадей”, отсекающего участки неоднозначности,
в результате чего профиль приобретает треуголь�
ную форму. Как видно, профили, рассчитанные
численно (пунктирные черные кривые), практи�
чески наложились на профили, имеющие анали�
тическое решение в виде волн Римана (сплошные
серые кривые) с одним характерным отличием:
разрыв волны с точным римановским решением и
учетом правила равенства площадей – вертикаль�
ный, а для численного профиля ударный фронт
имеет конечную ширину. Данное расхождение
связано с невозможностью описания волновых
решений с математическими разрывами в рамках
конечно�разностного метода: заданные момент
времени и точка пространства должны един�
ственным образом определять параметры p', u, ρ'.
Поэтому при численных расчетах для построения
решения с разрывным фронтом рассматривалась
нелинейная вязкая среда с малой квадратичной
по частоте вязкостью, сглаживающей ударный
фронт. Для данной задачи выбирались следующие
параметры такой среды: коэффициент поглощения
α0 на частоте 1 МГц составлял 10–2 дБ/см, скорость
звука c0 = 1578 м/c, плотность среды ρ0 = 1060 кг/м3,
параметр акустической нелинейности ε = 4.38, что
при шаге по времени τ = 0.3 пс соответствовало
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Рис. 7. Искажение исходного гауссового импульса с амплитудой p0 = 5 МПа и длительностью 1 мкс при распростране�
нии в нелинейной среде с коэффициентом нелинейности ε = 4.38: численный расчет (пунктирные черные кривые) и
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80 точкам на ударный фронт. Видно, что такой дис�
кретизации было достаточно для описания распро�
странения волны на расстояние четырех длин об�
разования разрыва или 277 длин исходного им�
пульса без проявления схемной вязкости и
искажения разрывной формы импульса.

На рис. 8 показаны результаты моделирования
нелинейного распространения двух встречных
импульсов в различные моменты времени t. Рас�
стояние между исходными импульсами составля�
ло 8xp (88.8 см), их амплитуда, длительность, фор�
ма, а также параметры среды были выбраны, как
и в случае однонаправленного распространения
(рис. 7). Пунктирные черные кривые на рисунке
рассчитаны численно на основе развитого здесь
алгоритма и совмещены со сплошными серыми
кривыми, являющимися суперпозицией двух точ�
ных решений уравнения простых волн, соответ�
ствующих распространению импульсов в противо�
положных направлениях (25). Столкновение им�
пульсов начинается в момент времени t = 279.4 мкс.
В момент времени t = 279.51 мкс, при перекрытии
импульсов, рассчитанные численно профили на�
ложились на профили, представляющие собой
аналитическое решение в виде суперпозиции не�
взаимодействующих волн Римана. После взаимо�
действия, в момент времени t = 286.58 мкс, сум�
марный импульс распадается на два, совпадаю�
щих по форме с импульсами до взаимодействия.
Таким образом, несмотря на нелинейность про�
цесса, при рассмотренной здесь амплитуде им�
пульсов 5 МПа происходит независимое прохож�
дение одного импульса через другой.

На рис. 9 показаны результаты моделирования
распространения нелинейного импульса с исход�
ной гауссовой формой, амплитудой p0 = 3.3 МПа
и длительностью 5 мкс в среде с памятью (η =
= 1.05, α0 = 0.45 дБ/см, с0 = 1578 м/с, ρ0 = 1060 кг/м3)
(сплошные кривые) и в маловязкой среде (η = 0,
с0 = 1578 м/с, ρ0 = 1060 кг/м3) (пунктирные кри�
вые) при отражении от мягкой акустической гра�
ницы. Рисунок иллюстрирует профили волн, бе�
гущих в прямом направлении x (профили (1), (2),
(3)), и после отражения – в обратном направле�
нии (профили (4), (5), (6)). Как видно, для x = xp

при распространении в среде с памятью ударный
характер прямой волны (профиль (2)) сохраняется,
однако его форма отличается от случая распростра�
нения в среде без потерь: амплитуда импульса
меньше, а ударный фронт образуется позже.

При x = 2xp процесс релаксации приводит к то�
му, что вид профиля (3) за ударным фронтом зна�
чительно округляется. При отражении от мягкой
границы импульс меняет полярность, фаза сжа�

тия переходит в фазу разрежения (профиль (4)), а
при x = 3xp ударный фронт для волны, бегущей вле�
во (5), размывается. Наконец, при x = 4xp

импульс (6) становится более заостренным в фазе
разрежения, заметно укручение его заднего фронта.

На рис. 10 показан пример отражения ударно�
волнового импульса, состоящего из нескольких
периодов, от мягкой границы – аналога кавита�
ционного облака либо паросодержащего пузыря
кипения, образующихся в биологической ткани
при воздействии мощным фокусированным уль�
тразвуком с целью механического разрушения био�
логической ткани (гистотрипсии) [24, 25]. Профиль
импульса соответствует полученному в экспери�
менте: исходная амплитуда ударного фронта им�
пульса составляет 50 МПа, частота – 2 МГц, а
длительность – 4 мкс [24]. Каждый из периодов
импульса имеет характерную форму, соответ�
ствующую нелинейно�дифракционным искаже�
ниям профиля волны в фокусе мощного ультра�
звукового пучка: высокий узкий пик положи�
тельного давления за ударным фронтом и
плавную фазу разрежения с существенно мень�
шей амплитудой. В качестве среды распростране�
ния рассматривалась нелинейная среда без по�
терь с коэффициентом нелинейности ε = 1, ско�
ростью звука с0 = 1578 м/с, плотностью ρ0 =

= 1060 кг/м3 (черная пунктирная кривая) и нели�
нейная среда со степенным законом поглощения
с показателем η = 1.05 и теми же акустическими
параметрами ε, с0, ρ0 (серая сплошная кривая).
Видно, как за счет изменения полярности им�
пульса при отражении происходит наложение
высокоамплитудного пика на отрицательную фа�
зу падающей волны и резкое возрастание пиково�
го отрицательного давления (рис. 10в). Этот эф�
фект может вызывать усиление кавитационных
явлений вблизи границы и являться одним из ос�
новных механизмов механического разрушения
ткани [24, 25]. Как упоминалось ранее, в случае
среды со степенным законом поглощения (серая
сплошная кривая), соответствующей среде с па�
мятью, дисперсия приводит к тому, что вид про�
филя за ударным фронтом изменяется (фронт
волны значительно округляется в фазе сжатия,
положение максимума волны начинает отставать
от фронта волны в положительные полупериоды –
рис. 10в), вследствие чего импульс начинает незна�
чительно отставать от импульса в среде без диспер�
сии (черная пунктирная кривая). Отражение волны
от мягкой границы приводит к изменению поляр�
ности импульса и размыванию его ударного фронта
(рис. 10в, 10г).
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4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной работе представлен новый подход,
позволяющий, исходя из известной зависимости
поглощения акустических волн от частоты, рас�
считать функцию памяти в интегральном законе
поглощения, соответствующем принципу причин�

ности. Получена система уравнений для одномер�
ных встречных волн, описывающая эффекты
нелинейности, поглощения и дисперсии. Раз�
вит конечно�разностный алгоритм для числен�
ного описания полученной системы уравнений
с учетом отражения волн от импедансной гра�
ницы. Алгоритм протестирован на примере ре�
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Рис. 9. Распространение исходно гауссового видеоимпульса с амплитудой p0 = 3.3 МПа и длительностью 5 мкс в нели�
нейной среде с памятью (η = 1.05, α0 = 0.45 дБ/см, с0 = 1578 м/с) (сплошная кривая) и в идеальной среде без потерь
(η = 0, с0 = 1570 м/с ) (пунктирная кривая) при отражении от мягкой границы. Профили показаны на различных рас�
стояниях: x = 2.5 мм (1); x = xр (xр – расстояние образования разрыва) (2); x = 2xр (3); x = 2xр (отраженная волна) (4);
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шения известных задач нелинейной акустики,
имеющих аналитическое решение. Результаты
тестирования показали хорошую точность ал�
горитма. Промоделирована задача о распро�
странении нелинейного импульса в среде типа
биологической ткани и его отражения от мяг�
кой границы, иллюстрирующая механизм раз�
рушения ткани при гистотрипсии.

По сравнению с известными моделями, осно�
ванными на решении нелинейных уравнений
эволюционного типа, представленная здесь чис�
ленная модель не имеет ограничения в виде одно�
го выделенного направления распространения
звуковой волны. Система уравнений и развитый
алгоритм могут быть также использованы для
описания волн в средах с распределенными в
пространстве неоднородностями. Это позволит
исследовать более широкий класс практически
важных задач медицинской акустики, в которых
необходимо учитывать эффекты отражения и
рассеяния.

Работа выполнена при поддержке грантов
РФФИ 12�02�31830�мол_а и 13�02�00183, Пре�
зидента РФ № 14.124.13.5895�МК и фонда “Ди�
настия”.
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