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ВВЕДЕНИЕ

Волны Лэмба представляют собой нормаль�
ные моды, возникающие при распространении
упругих возмущений в твердотельной плоскопа�
раллельной пластине с механически свободными
сторонами [1, 2]. Смещение частиц среды под
действием волны происходит в плоскости, обра�
зуемой направлением распространения волны и
нормалью к пластине.

Хотя волны Лэмба являются решением волно�
вой задачи в идеализированных условиях (пла�
стина предполагается плоскопараллельной и гра�
ничащей с обеих сторон с вакуумом), основные
закономерности распространения упругих возму�
щений хорошо описываются теорией Лэмба и в
реальных условиях. Так, например, на практике
пластины обычно находятся не в пустоте, а окру�
жены акустически мягкой средой – газом или
жидкостью. Волны Лэмба из�за этого превраща�
ются в волны утечки (“вытекающие волны” [3]),

т.к. при своем распространении теряют энергию
на излучение в среду. Однако соответствующее
затухание обычно мало, и поэтому свойства нор�
мальных волн остаются близкими к свойствам
мод Лэмба [4, 5]. Более того, из такого затухания
можно извлечь пользу. Акустический сигнал, воз�
никающий в иммерсионной среде из�за упомяну�
той “утечки”, несет информацию о скорости и за�
тухании порождающей его волны в пластине. Тем
самым появляется возможность дистанционного
измерения свойств волн Лэмба. В настоящей ра�
боте такой подход использован для исследования
волн лэмбовского типа в пьезокерамической пла�
стине, граничащей с жидкостью. Подобная ситу�
ация является обычной для ультразвуковых пре�
образователей, использующихся в гидроакусти�
ке, медицине и неразрушающем контроле.

Возникающие при работе пьезоэлектрических
источников волны Лэмба являются “паразит�
ным” эффектом по отношению к толщинной мо�
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де колебаний пластины [6–10]. Эти дополнитель�
ные волны возбуждаются в местах крепления пла�
стины к корпусу преобразователя, где нарушаются
условия однородности; обычно таким местом яв�
ляется край пластины. Из�за возбуждения лэмбов�
ских волн характер колебания поверхности пье�
зоизлучателей оказывается неоднородным, что

важно учитывать в приложениях [11]. На рис. 1
показано типичное распределение нормальной
компоненты скорости колебаний на поверхности
плоской круглой пьезопластины, помещенной в
воду и возбуждаемой на частоте, близкой к часто�
те механического резонанса. Распределение по�
лучено методом акустической голографии, опи�
санным в работе [12]. На двумерной картине
(рис. 1а) отчетливо видна кольцевая структура,
причем в ней просматриваются два масштаба пе�
риодичности, которые указывают на возбужде�
ние двух мод Лэмба. Распределение амплитуды
колебательной скорости вдоль диаметра показы�
вает, что колебание поверхности сильно неодно�
родно, т.е. вклад лэмбовских мод в колебание по�
верхности пьезопластины сравним с вкладом тол�
щинной моды колебаний (рис. 1б).

При распространении упругих волн в пьезо�
электрических пластинах имеется определенная
специфика. Во�первых, материал пластины нель�
зя считать изотропным [13]. Во�вторых, механи�
ческие деформации сопровождаются возбужде�
нием электрического поля, характер которого
определяется наличием металлизации на обклад�
ках пластины и условиями электрического нагру�
жения преобразователя. Хотя эти факторы не�
сколько усложняют теоретический анализ волн в
пластине, соответствующие волны по своим
свойствам все равно оказываются близкими к
классическим волнам Лэмба. Отметим также, что
наряду с волнами Лэмба в пластинах могут воз�
буждаться волны иного типа [14], но они не игра�
ют роли в исследуемых здесь процессах.

Одним из удобных способов исследования аку�
стических волн в оптически прозрачных средах яв�
ляется теневой метод, который основан на том, что
акустические возмущения плотности среды при�
водят к соответствующим изменениям показателя
преломления света [15]. Теневой метод широко ис�
пользуется в ультразвуковых исследованиях, по�
скольку он позволяет визуализировать акустиче�
ские поля в большом объеме в режиме реального
времени. Много интересных примеров такой визу�
ализации приведено в монографии Бергмана [16].
В частности, таким способом можно провести ре�
гистрацию волн, излучаемых в жидкость колеблю�
щимися оболочками [17, 18]. Подобный подход
использован в настоящей работе для исследования
волн утечки лэмбовского типа.

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ УСТАНОВКА
И МЕТОДИКА ИЗМЕРЕНИЙ

Волны Лэмба возбуждались в пьезоэлектриче�
ской пластине, поляризованной по толщине и
имевшей форму сферической чаши. Как это
обычно делается в пьезоэлектрических преобра�
зователях, противоположные поверхности пла�
стины были металлизированы (покрыты тонким

1
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x
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(б)

Рис. 1. Характерный вид распределения нормальной
компоненты колебательной скорости на поверхности
пьезоизлучателя. Приведено распределение скорости
для плоского круглого пьезокерамического излучате�
ля диаметром 100 мм при его возбуждении на частоте
1.14 МГц. (а) Двумерное распределение амплитуды
нормальной компоненты скорости вдоль поверхно�
сти. (б) Зависимость амплитуды скорости вдоль оси,
проходящей через центр пластины (ось Ox). Скорость
нормирована на свое максимальное значение. Рас�
пределение получено экспериментально с помощью
метода акустической голографии. Отчетливо видна
структура стоячих волн, вызванная интерференцией
волн Лэмба.
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слоем серебра). Материал пластины – пьезокера�
мика PZT марки C5400 (Channel Industries, Santa
Barbara, CA, USA). Геометрические размеры пьезо�
пластины были следующими: толщина 2.15 мм,
диаметр 100 мм, радиус кривизны вогнутой сто�
роны 92.1 мм. Пластина была укреплена по пери�
метру в герметичном корпусе из нержавеющей
стали. К противоположным сторонам пластины
по высокочастотному кабелю подводилось элек�
трическое напряжение от внешнего генератора.
Вогнутая сторона пьезопластины была обращена
наружу. Получившаяся в результате конструкция
представляла собой фокусирующий ультразвуко�
вой преобразователь с воздушной тыльной на�
грузкой. Внешний вид преобразователя показан
на рис. 2.

Акустические параметры пьезокерамики были
известны лишь приближенно, поэтому они уточ�
нялись в процессе работы. В частности, на основе
измерения частотной зависимости электрическо�
го импеданса преобразователя была определена
частота основного толщинного резонанса  =
= 1.08 МГц. С учетом того, что  из най�
денного значения резонансной частоты и извест�
ной толщины пластины h = 2.15 мм получается
значение скорости продольных волн в пьезокера�
мике  = 4.64 мм/мкс.

Источником исследуемых волн Лэмба являлся
край пьезокерамической пластины: на краю не�
избежно нарушались условия однородности как
для механического движения, так и для электри�
ческого поля, и поэтому толщинный характер ко�
лебаний пластины возмущался. Эти возмущения
распространялись в виде различных мод Лэмба по
направлению к центру чаши, теряя по мере рас�
пространения энергию на акустическое излуче�
ние в жидкость. Далее лэмбовские волны дости�
гали центра пластины и превращались в расходя�
щиеся волны, в результате чего результирующее
распределение упругих деформаций в пластине
приобретало характер стоячей волны. Отметим,
что из�за утечки лэмбовские возмущения заметно
затухали уже после первого переотражения, по�
этому соответствующие радиальные резонансы
были сильно подавлены, т.е. влияние волн Лэмба
на неоднородный характер колебания поверхно�
сти примерно одинаково проявлялось на всех ча�
стотах. Отмеченные закономерности для похоже�
го пьезоизлучателя ранее были выявлены с помо�
щью лазерной виброметрии [9].

Необходимо отметить, что из�за искривленно�
сти исследуемой пьезокерамической пластины
распространение в ней упругих волн, строго гово�
ря, несколько отличалось от распространения в
плоскопараллельном слое. Однако в описываемом
эксперименте влиянием кривизны пластины на ха�
рактер образующихся мод можно было пренебречь,
так как искривление было очень слабым: радиус

0f
( )0 2 ,lf c h=

lc

кривизны поверхности (F = 92.1 мм) во много раз
превышал толщину пластины (h = 2.15 мм).

Искривленная форма пластины имеет опреде�
ленные преимущества при экспериментальном
исследования ультразвуковых полей, излучаемых
в окружающую жидкость в процессе распростра�
нения в пластине лэмбовских волн. Удобство за�
ключается в том, что благодаря вогнутости излу�
чающей поверхности достигается эффект фокуси�
ровки. Возникающие при этом зоны повышенной
интенсивности ультразвука соответствуют каусти�
кам, которые можно рассчитать в приближении
геометрической акустики. Согласно этому пред�
ставлению точки излучающей поверхности испус�
кают в жидкость ультразвуковые лучи. Направле�
ние лучей находится из условия, что скорость сле�
да отходящей квазиплоской волны 
совпадает с фазовой скоростью  соответствую�
щей волны в пластине:

(1)
где ϕ – угол между нормалью к пластине и на�
правлением отходящего от нее ультразвукового
луча,  – скорость звука в жидкости. Каустикой в
данном случае будет являться огибающая семей�
ства лучей, испускаемых в жидкость с поверхно�
сти чаши при распространении в ней волн Лэмба.
Согласно условию (1), каждый луч испускается
под углом  к нормали к поверх�
ности. Если излучающая поверхность является
сферической, как в рассматриваемом случае, то
соответствующая каустическая поверхность так�
же является сферической, причем две указанные
сферы концентричны. Соответствующая картина
лучей и расположение каустики схематично
изображены на рис. 3. Из расположения лучей не�
трудно видеть, что радиус сферы, которой при�
надлежит каустика, равен .
Это соотношение позволяет рассчитать фазовую
скорость волны в пластине на основе измерений
расстояния  от центра кривизны пластины до
каустики при известных значениях  и  [18]:

(2)

Точность нахождения скорости  определяется
ошибкой измерения величины , которая обу�
словлена, главным образом, дифракционным раз�
мытием ультразвукового поля в области каустики.

При проведении экспериментов исследуемый
ультразвуковой преобразователь помещался в на�
полненный водой бассейн с оптически прозрач�
ными стенками. Преобразователь возбуждался
гармоническим сигналом на заданной частоте с
помощью генератора (HP33120A) и широкопо�
лосного усилителя электрической мощности
(ENI AP400B). Скорости волн Лэмба определя�
лись по формуле (2), величина  в которой нахо�
дилась с использованием оптического теневого

0 sinV c= ϕ

phc

ph0 sin ,c cϕ =

0c

( )ph0arcsin c cϕ =

ph0sincr F F c c= ϕ = ⋅

cr
F 0c

ph 0 · .cc c F r=

phc

cr

cr
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метода (см. ниже) на разных частотах в диапазоне
от 300 кГц до 1.5 МГц. Уровень подаваемого на из�
лучатель электрического напряжения подбирался
для каждой частоты таким образом, чтобы мощ�
ность излучаемого в жидкость ультразвукового
пучка была достаточной для возникновения от�
четливой теневой картины. При каждом измере�
нии теневая картина регистрировалась спустя
200 периодов колебаний после начала возбужде�
ния преобразователя на заданной частоте. Анализ
переходных процессов показал, что при указан�
ной задержке акустическое поле в жидкости вы�
ходило на стационарный режим до того, как воз�
никали искажения из�за отражения ультразвука
от стенок бассейна.

Теневые картины наблюдались с помощью
специально созданной системы оптической визу�
ализации шлирен�методом (рис. 4). В указанной
системе в качестве источника света использовал�
ся полупроводниковый лазер с длиной волны из�
лучения 670 нм и средней мощностью 10 мВт
(НИИ “Полюс”, Москва). Излучением лазера
управлял блок синхронизации и подсветки 1, ко�
торый позволял создавать импульсы лазерного
излучения длительностью до 10 нс и произвольной
частотой следования, а также синхронизовать из�
лучение лазерных импульсов с электрическим ге�
нератором, питающим исследуемый ультразвуко�
вой преобразователь. Помимо импульсного режи�
ма, блок управления лазерной подсветкой мог
работать в непрерывном режиме, который исполь�
зовался, в частности, для юстировки оптической
системы. Излучение лазера попадало в систему

при помощи оптического волокна 2. Гибкость оп�
тического волокна давала возможность разме�
щать источник света в любом удобном месте. Бла�
годаря малому диаметру волокна испускаемый им
световой пучок имел широкую диаграмму на�
правленности и поэтому равномерно засвечивал
параболическое зеркало, а фазовый фронт пада�
ющей на зеркало волны с высокой точностью яв�
лялся сферическим. Наряду с указанным лазер�
ным источником, в установке имелась возмож�
ность использовать в качестве аналогичного
светового источника лампу белого света не�
прерывного действия (RAM Optical Instrumenta�
tion Inc., CA, USA). Излучение от лампы заводи�
лось в гибкий оптоволоконный жгут. Для умень�
шения эффективного диаметра оптического
источника до субмиллиметрового размера на срез
жгута прикреплялась диафрагма.

“Точечный” источник света (один из двух упо�
мянутых) располагался в фокусе внеосевого пара�
болического зеркала. Всего в системе имелось два
плоских зеркала 3 и два внеосевых параболиче�
ских зеркала 4. Все указанные зеркала системы
были изготовлены из оптического ситалла. Плос�
кие зеркала имели круглую форму, их диаметр
был равен 158 мм, а толщина 25.3 мм. Внеосевые
параболические зеркала были получены в резуль�
тате разрезания на две равные части круглого осе�
симметричного параболического зеркала диамет�
ром 300 мм, имевшего толщину 30 мм на краю и
28.2 мм в центре. Фокусное расстояние параболи�
ческих зеркал составляло 800 мм (фокусное рас�
стояние исходного осесимметричного зеркала).
Первое внеосевое параболическое зеркало, в фо�
кусе которого размещался точечный источник

Рис. 2. Фотография исследованного пьезоэлектриче�
ского преобразователя.

F
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ϕ
ϕ

Рис. 3. Образование каустики при излучении ультра�
звука сферически вогнутой пластиной, в которой рас�
пространяются волны Лэмба.



АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ  том 61  № 2  2015

НАХОЖДЕНИЕ ДИСПЕРСИОННЫХ ЗАВИСИМОСТЕЙ 203

света, создавало плоскопараллельный пучок, ко�
торый при помощи плоского зеркала 3 направ�
лялся на исследуемую область (бассейн с водой 5).
В бассейне находился ультразвуковой источник,
создававший в воде пространственно�временные
неоднородности оптического показателя прелом�
ления 6. Испытав рефракцию на акустических не�
однородностях, оптический пучок выходил из
кюветы. Проходя далее через симметричное пле�
чо, образованное второй парой зеркал 3 и 4, свет
собирался в фокусе второго параболического зер�
кала, расположенном симметрично исходному
точечному источнику света. В районе фокуса
устанавливался оптический нож 7, представляв�
ший собой лезвие с ровным краем. При введении
ножа в область фокального пятна происходило
подавление фоновой засветки и повышался кон�
траст шлирен�изображения. После прохождения
ножа световой пучок при помощи поворотного
зеркала попадал на линзу, формировавшую изоб�
ражение импульса на ПЗС�матрице 8�разрядной
цифровой камеры 8 (Kodak ES 310). Выбор фор�
мирующей линзы с различной оптической силой
позволял наблюдать всю область подсветки или
только часть ее, осуществляя увеличение изобра�
жения для визуализации мелких деталей. Затем
оцифрованное изображение передавалось на пер�
сональный компьютер 9, оборудованный платой
с интерфейсом GPIB. Важным свойством данной
шлирен�системы являлась полная компьютери�
зация получения изображений при помощи про�
граммы, написанной на языке LabVIEW. Это
сильно обогащало возможности обработки изоб�
ражений. В частности, за счет этого можно было
усреднять изображение по большому числу кад�
ров, что было особенно важно при низкой интен�
сивности изображения. Другой возможностью
являлось вычитание фона, что позволяло очи�
щать изображение от артефактов, вызванных пы�
линками на оптических элементах, пузырьками
воздуха, плавающими в воде, и дифракционными
полосами на границах непрозрачных объектов.

Для измерения расстояний между характерны�
ми точками теневой картины проводилась калиб�
ровка пространственных масштабов в зоне визуа�
лизации путем регистрации изображения прозрач�
ной миллиметровой линейки. При импульсной
подсветке ультразвуковых полей известной часто�
ты имелась возможность дополнительной провер�
ки калибровки масштабов на основе того, что пе�
риод неоднородностей на теневой картине был ра�
вен длине волны.

РЕЗУЛЬТАТЫ ИЗМЕРЕНИЙ

Как отмечалось выше, при проведении экспе�
риментов регистрировалась оптическая теневая
картина ультразвукового поля, на ней находились
области каустик, далее измерялись расстояния cr

от найденной каустики до центра кривизны пла�
стины, а потом по формуле (2) рассчитывалась
фазовая скорость.

Подсветка производилась короткими вспыш�
ками, синхронизованными с подаваемым на из�
лучатель электрическим сигналом. Поскольку
длительность соответствующих лазерных им�
пульсов (0.1 мкс) во всем диапазоне используе�
мых частот была намного меньше периода ультра�
звуковой волны (около 1 мкс), теневая картина
представляла мгновенное распределение возму�
щений плотности среды, т.е. позволяла анализи�
ровать тонкие детали ультразвукового поля.

На рис. 5 показана типичная теневая картина
(соответствующая частота равна 600 кГц). Отчет�
ливо видна периодичность структуры поля. Соот�
ветствующий период совпадает с длиной ультра�
звуковой волны. Для нахождения расстояния 
входящего в формулу (2), нужно знать местополо�
жение геометрического фокуса и каустики. Что
касается местоположения геометрического фоку�
са, его можно определять с высокой точностью с
использованием сферического характера волно�
вых фронтов в основном пучке, излучаемом в ре�
зультате толщинных колебаний пьезопластины.
При этом для повышения точности локализации
геометрического фокуса можно использовать вы�
сокие частоты, т.к. соответствующее поле меньше
подвергнуто влиянию дифракции. Отметим, что
геометрический фокус совпадает с центром кри�
визны пластины и поэтому его местоположение
не зависит от частоты ультразвука. Местоположе�
ние каустики, напротив, является частотно�зави�
симым. Каустика является геометрическим обра�
зом, определяемым в приближении геометриче�

,cr
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Рис. 4. Схема установки по оптической визуализации
ультразвуковых акустических полей. 1 – Световой
источник; 2 – оптоволокно; 3 – плоские зеркала; 4 –
внеосевые параболические зеркала; 5 – бассейн с во�
дой; 6 – исследуемое акустическое поле; 7 – оптиче�
ский нож; 8 – цифровая фотокамера.
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ской акустики. В реальности на месте каустики
возникает размытая дифракцией область фокуси�
ровки. В этом месте амплитуда ультразвуковой
волны заметно увеличена по сравнению с окру�
жающими областями, т.е. теневая картина явля�
ется более контрастной. Наблюдения показыва�
ют, что указанные области довольно отчетливо
видны на общей теневой картине. Например, на
рис. 5 просматриваются две такие каустики: они
помечены с правой стороны дугами окружностей.
Соответствующие расстояния  от найденных ка�
устик до центра кривизны пластины помечены
отрезками со стрелками, выходящими из геомет�
рического фокуса. Как видно, точность нахожде�
ния  задается шириной дифракционного размы�
тия каустики (порядка длины ультразвуковой
волны на соответствующей частоте), т.е. может
быть оценена непосредственно из вида теневой
картины.

Теневые картины, подобные изображенной на
рис. 5, регистрировались на разных частотах.
Рисунок 6 показывает некоторые из полученных
изображений. Как видно, на всех частотах каусти�
ки хорошо просматриваются, причем с ростом
частоты их количество увеличивается, а положе�
ние зависит от частоты.

По полученным изображениям были проведе�
ны расчеты фазовых скоростей соответствующих
волн утечки по формуле (2). Соответствующие
окружности подбирались вручную – так, чтобы
на них попадали середины самых узких участков

cr

cr

каустик. Отметим, что указанная процедура в
принципе может быть автоматизирована на осно�
ве цифровой обработки оптических изображений
(в настоящей работе такая обработка не проводи�
лась). Результаты показаны на рис. 7 точками с
нанесенными величинами ошибок, задаваемых
величиной дифракционного размытия соответ�
ствующей каустики в самой тонкой ее части.
Сплошными кривыми изображены дисперсион�
ные зависимости, рассчитанные теоретически по
формулам Рэлея–Лэмба в предположении, что
материал пластины изотропен [2]. Хотя это пред�
положение, строго говоря, нарушается в случае
рассматриваемой пьезопластины, можно ожи�
дать по крайней мере качественного согласия с
экспериментом.

Напомним, что различают симметричные (sn)
и антисимметричные (an) моды Лэмба, где n = 0,
1, 2, … – номер моды. На низких частотах суще�
ствуют всего две распространяющиеся моды, 
и  которые представляют собой квазипродоль�
ную и изгибную волны соответственно. В отличие
от нулевых мод, моды более высоких порядков
могут распространяться в пластине лишь в том
случае, если частота возбуждения превышает не�
которые критические значения. При расчетах
дисперсионных кривых по формулам Рэлея–
Лэмба использовалась толщина пластины
2.15 мм, а скорости объемных волн принимались
равными  = 4.64 мм/мкс (исходя из измеренного
значения частоты толщинного резонанса) и

= 2.02 мм/мкс (исходя из наблюдаемой частоты
отсечки моды ). На рис. 7 нанесены диспер�
сионные кривые для низших мод Лэмба вплоть до
2�го порядка. Видно, что теоретические кривые
для мод    и  в пределах ошибки измере�
ний совпадают с результатами измерений. Мода

 начинает наблюдаться лишь начиная с частоты
700 кГц, что объясняется тем, что на более низких
частотах она является “неутекающей”, поскольку
фазовая скорость соответствующей волны Лэмба
оказывается меньше скорости звука в воде. Отме�
тим также, что для мод  и  эксперимент не сов�
падает с теорией, что может быть объяснено про�
явлением анизотропии, не учитываемой в теоре�
тической модели.

ВЫВОДЫ

В работе продемонстрированы возможности
оптического теневого метода для исследования
свойств волн Лэмба в пьезоэлектрических пла�
стинах, погруженных в жидкость. Идея подхода
основана на том факте, что если фазовая скорость
волны Лэмба превышает скорость звука в жидко�
сти, то при механическом возбуждении пьезопла�
стины происходит излучение акустических волн в
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Рис. 5. Типичная теневая картина ультразвукового
поля, излучаемого фокусированным пьезокерамиче�
ским источником. Частота возбуждения 600 кГц. По�
ложение источника показано толстой белой дугой в
нижней части рисунка. Наиболее яркой является об�
ласть основного фокуса, создаваемого в центре кри�
визны пьезопластины в результате возбуждения ее
толщинной моды колебаний. Наряду с основным фо�
кусом видны побочные фокальные области, соответ�
ствующие каустикам (показаны тонкими дугами
окружностей в правой части изображения). На вы�
бранной частоте наблюдаются две каустики, которые
соответствуют симметричной и антисимметричной
модам Лэмба низших порядков.



АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ  том 61  № 2  2015

НАХОЖДЕНИЕ ДИСПЕРСИОННЫХ ЗАВИСИМОСТЕЙ 205

300 кГц 400 кГц 500 кГц
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Рис. 6. Теневая картина ультразвукового поля, излучаемого фокусированным пьезокерамическим источником на раз�
личных частотах.
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Рис. 7. Дисперсионные кривые для различных мод волн Лэмба в пьезокерамической пластине. Точки соответствуют
экспериментальным теневым картинам. Теоретические кривые представляют решения уравнений Рэлея–Лэмба в
приближении изотропной среды. При их расчете использовались значения скоростей ct = 1.94 мм/мкс и
cl = 4.64 мм/мкс, найденные из измеренных частот отсечки моды a1 (0.45 МГц) и частоты толщинного резонанса
(1.08 МГц) соответственно, с учетом известной толщины пластины (2.15 мм).
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жидкость. Направление распространения этих
волн однозначно определяется величиной фазо�
вой скорости волны в пластине, что дает возмож�
ность измерить указанную скорость. Измерения
особенно удобно проводить при использовании
сферически вогнутых пластин, поскольку в этом
случае направление распространения волн в жид�
кости определяет местоположение каустик, кото�
рые отчетливо видны на теневой картине ультра�
звукового поля. В проведенном эксперименте
предложенный метод позволил провести измере�
ние дисперсионных кривых мод Лэмба низших
порядков для вогнутой пьезокерамической пла�
стины с параметрами, типичными для современ�
ных ультразвуковых источников, используемых в
медицинских приложениях.
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