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ВВЕДЕНИЕ

Возросший в последнее время интерес к волно�
вым процессам в кубично нелинейных средах обу�
словлен возможностями применения нелинейных
эффектов для целей медицинской диагностики
мягких тканей [1]. Упругость ткани в пораженной
области существенно изменяется, что позволяет
выявлять патологию по измерению локальной ско�
рости и затухания сдвиговых волн. Предложенные в
различных работах методы неинвазивного возбуж�
дения и детектирования сдвиговых волн проде�
монстрировали возможность локализации и опре�
деления неоднородностей сдвигового модуля с
миллиметровым разрешением как на фантомах
биологических тканей [2], так и в клинических
условиях [3, 4]. Нелинейность сдвигового модуля
также является информативным параметром, поз�
воляющим уточнить диагностическую информа�
цию, получаемую в линейных измерениях [5]. Не�
линейный параметр среды может быть получен как
из статических измерений, так и при измерениях
параметров нелинейных волновых процессов. Осо�
бенностью сред с центром инверсии, к которым с
хорошим приближением можно отнести и мягкие
биоткани, является отсутствие квадратичной нели�
нейности при сдвиговых деформациях. В таких сре�

дах основной вклад в развитие нелинейных процес�
сов вносит кубичная нелинейность. 

Бегущие волны конечной амплитуды в средах с
кубичной нелинейностью рассмотрены достаточно
детально [6–8]. Показано, что в кубично нелиней�
ной среде профиль гармонической на входе волны
по мере распространения искажается симметрич�
но, приобретая на некотором расстоянии трапецие�
видную форму с крутыми фронтами. В работе [9]
получены аналитические выражения для спек�
тральных характеристик простой волны в кубично�
нелинейной среде как на стадии ее трансформации
из синусоидальной формы до образования разры�
вов в профиле, так и асимптотически самоподобно�
го профиля в виде “трапециевидной пилы”. Резуль�
таты экспериментального наблюдения динамики
нелинейной трансформации профиля гармониче�
ской волны в гелеобразной среде описаны в работе
[10], где приведены как профили волн на различных
расстояниях от источника сдвиговых волн, так и их
гармонический состав. Для измерения нелинейных
модулей упругости гелеобразных сред с малым зна�
чением модуля сдвига авторы работы [10] предло�
жили использовать акусто�упругий эффект, т.е. за�
висимость скорости упругих волн от статической
деформации среды. Теоретические основы опреде�
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ления ограниченного числа нелинейных констант в
несжимаемых средах описаны в [7, 11, 12]. Результа�
ты измерений нелинейных констант в образцах, из�
готовленных из желатино�агаровой композиции,
приведены в [13, 14].

Стоячие волны в кубично нелинейных средах в
настоящее время проанализированы менее деталь�
но, хотя они представляют не меньший интерес и
как объект фундаментального исследования, и с
точки зрения практического применения. Теорети�
ческий анализ поведения стоячих волн в кубично
нелинейной среде проведен в [15], где получены ре�
шения для волн, содержащих ударные фронты. В
обзоре [16] детально рассматриваются модели и
приближенные методы анализа стоячих волн в ре�
зонаторах в условиях сильно выраженной нелиней�
ности. Анализ волн проводится для сред с квадра�
тичной и кубичной нелинейностью, а также для не�
линейности, возникающей за счет подвижности
границ.

Для возбуждения стоячих волн конечной ампли�
туды удобно использовать резонатор в виде плоско�
параллельного слоя резиноподобного материала с
жесткой пластиной, закрепленной на его верхней
границе. Толщина резонатора подбирается так, что�
бы на ней укладывалось около четверти длины вол�
ны. В работе [17] показано, что в таком резонаторе
возникают стоячие волны с амплитудами, на поря�
док и более превышающими амплитуду смещений,
приложенных к нижней границе резонатора даже в
случае использования полимерного материала с
большой сдвиговой вязкостью. В качестве среды с
кубичной нелинейностью используется полимер�
ный материал пластисол (производитель – компа�
ния M�F Manufacturing, USA), нелинейный пара�
метр в котором определялся из статической зависи�
мости сдвиговой деформации от напряжения [18].
Настоящая работа посвящена экспериментальному
исследованию стоячих сдвиговых волн, возбуждае�
мых в резонаторе, заполненном средой с кубичной
нелинейностью. Анализируются волны умеренной
амплитуды, когда ударные фронты еще не образу�
ются. При этом развивается подход, основанный на
модели одномерного резонатора [17, 19].

РАСЧЕТ СТОЯЧИХ ВОЛН В ОДНОМЕРНОМ 
РЕЗОНАТОРЕ С КУБИЧНОЙ 

НЕЛИНЕЙНОСТЬЮ

Рассмотрим резонатор в виде резиноподобного
образца, имеющего форму прямоугольного парал�
лелепипеда высотой L с горизонтальными гранями
площадью S. Нижняя грань образца прикреплена к
жесткой горизонтальной пластине, совершающей
гармонические колебания под действием вынужда�
ющей силы в горизонтальном направлении, вдоль
оси x. К верхней грани резонатора (y = L) прикреп�
лена другая жесткая пластина массы M, площадь
которой равна площади верхней грани S. Проскаль�

зывание между пластинами и горизонтальными
гранями образца отсутствует. Предполагается, что
толщина резонатора L значительно меньше его по�
перечных размеров. Указанное допущение позволя�
ет считать движение частиц зависящим лишь от
вертикальной координаты, т.е. пользоваться одно�
мерным приближением. В работе [20] показано, что
такая модель одномерного резонатора с достаточ�
ной точностью описывает поведение резонатора
конечных размеров, если толщина резонатора не
превышает четверти его длины в направлении x.

В работе [17] для теоретического исследования
линейных колебаний в описанном выше резонато�
ре использована модель, учитывающая диссипатив�
ные процессы в простейшем приближении, когда
механическое напряжение представляется в виде
суммы упругого слагаемого, пропорционального
деформации, и вязкого слагаемого, пропорцио�
нального скорости деформации (реологическая мо�
дель Кельвина�Фойгта). Оказалось, что при соот�
ветствующем подборе параметров модель позволя�
ла хорошо описать наблюдаемые резонансные
кривые, но при переходе к резонансам более высо�
ких порядков модельную вязкость приходилось
уменьшать, а упругий модуль увеличивать. В линей�
ном случае такая подгонка параметров в окрестно�
сти исследуемого резонанса необязательна, однако
в нелинейном случае появляются высшие гармони�
ки, т.е. процесс становится широкополосным и по�
этому реологическое уравнение состояния Кельви�
на�Фойгта оказывается неприменимым и требуется
его модификация, учитывающая уменьшение вяз�
кости и увеличение жесткости среды с ростом ча�
стоты. Простейший подход здесь связан с введени�
ем релаксационных процессов [21, 22]. При рас�
смотрении нелинейных колебаний также требуется
модифицировать и упругий элемент в реологиче�
ской модели.

Рассмотрим модель среды, в которой механиче�
ское напряжение складывается из релаксационного
напряжения и упругого напряжения, пропорцио�
нального деформации. Механическая модель среды
изображается параллельным соединением упругого

элемента с нелинейным модулем  и
максвелловского вязкоупругого элемента с вязко�
стью η1 и сдвиговым модулем μ1 = η1/τ (см. рис. 1).
Здесь ε = ∂u/∂y – сдвиговая деформация, u – сме�
щение пружинки, τ – время релаксации, μ00 – ли�
нейный статический модуль сдвига, β – нелиней�
ный параметр. При деформации всей системы на ве�
личину  в ней возникает механическое напряжение

(1)
которое складывается из напряжения пружинки

(2)

и напряжения максвелловской схемы . Выра�
зим напряжение максвелловской схемы через де�
формацию пружинки  и демпфера εB,

2
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где . Для этого продифференцируем
по времени выражение для εA и сложим результат
дифференцирования с выражением для ∂εB/∂t.
Учтем при этом, что сумма εA + εB = ε равна дефор�
мации всей максвелловской схемы, которая также
равна деформации пружинки ε = σ

∞
/μ0. Тогда мож�

но записать следующее уравнение:

(3)

где τ = η1/μ1 – характерное время релаксации на�
пряжения. Заметим, что умножив обе части (3) на τ
и совершив предельный переход при τ → 0, полу�
чим: , т.е. рассматриваемая модель
переходит в модель Кельвина�Фойгта, которая бы�
ла нами использована в работе [17].

Для удобства использования в численной схеме
запишем соотношение (3) в виде:

(4)

Для упругой части напряжения из (2) следует:

(5)

В (4) и (5) введена колебательная скорость 
и учтено, что .

Уравнение движения частиц среды имеет вид:

. (6)

Уравнения (4)–(6) должны быть дополнены гранич�
ными условиями. Первое условие – заданное значе�
ние ускорения нижней пластины резонатора, второе
условие определяется из закона движения верхней
пластины:

(7)

(8)

Получившаяся система соотношений (1), (4)–(8)
моделировалась методом конечных разностей на
смещенных сетках [23]. Работоспособность напи�
санной численной схемы проверялась путем срав�
нения результатов расчетов с аналитическим реше�
нием для линейного резонатора (β = 0), получен�
ным в [17]. При этом связь напряжения и
деформации, использованная в [17] была модифи�
цирована с учетом модели среды с одним временем
релаксации.

ОПИСАНИЕ ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЙ 
УСТАНОВКИ И МЕТОДИКИ ИЗМЕРЕНИЙ

Измерения проводились с двумя резонаторами в
виде прямоугольных параллелепипедов, изготов�
ленных из полимерного материала пластисола.
На верхней грани параллелепипедов закреплялась
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жесткая пластина массы М. Толщина резонаторов
была одинаковой и составляла 15 мм. Длина и ши�
рина составляли 67 и 40 мм (резонатор I), 70 и 40 мм
(резонатор II). Масса верхней пластины была при�
мерно одинакова: 12 г (резонатор I), 11.55 г (резона�
тор II). 

В резонаторах были проведены измерения сдви�
гового модуля пластисола μ0 при его статической
деформации [18]. Для этого нижняя граница резо�
натора закреплялась, а к верхней пластине прилага�
лась известная сила, которая создавала в слое сдви�
говые напряжения. По аппроксимации измеренной
зависимости сдвиговой дефомации от приложенно�
го напряжения кубической параболой были опреде�
лены линейный модуль сдвига μ00 = 9.9 ± 0.6 кПа и
нелинейный параметр β = 1.34 ± 0.23 (резонатор I)
и μ00 = 6.7 ± 0.4 кПа, β = 0.76 ± 0.13 (резонатор II).

Время релаксации и сдвиговая вязкость матери�
ала резонаторов определялись из зависимости уско�
рения верхней пластины от частоты, измеренной в
линейном режиме в диапазоне 20–400 Гц. Коле�
бания нижней пластины резонатора возбуждались
вибратором Brüel&Kjær 4810. Электрический
сигнал на вибратор поступал с генератора сигналов
Tektronix 3021B через усилитель мощности MF LV 103.
Ускорения нижней и верхней пластин резонатора
измерялись миниатюрными одноосными акселеро�
метрами Brüel&Kjær 4374. Масса акселерометров
была 1 г, т.е. их влиянием на процесс колебаний ре�
зонатора можно было пренебречь. Сигналы акселе�
рометров регистрировались цифровым осцилло�
графом Tektronix 3032B и передавались через GPIB
интерфейс в компьютер. Управление эксперимен�
тальной установкой и сбор данных осуществлялись
с помощью программы, написанной в среде Lab�
View. В процессе измерения резонансных кривых
ускорение нижней границы резонатора при каждом
значении частоты было одинаковым и составляло
1 м/с2, что соответствовало линейному режиму из�
мерений. Измерения проводились с шагом по ча�

μ0 μ1

η1

Рис. 1. Механическая модель резиноподобной среды
с одним временем релаксации.
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стоте 0.1 Гц, что обеспечивало достаточную точ�
ность определения вязкоупругих параметров пла�
стисола. Для обеспечения постоянства амплитуды
ускорения нижней пластины в указанном частот�
ном диапазоне был использован следующий алго�
ритм. При заданной частоте на выходе генератора
устанавливалось напряжение, при котором ампли�
туда ускорения нижней пластины была немного
меньше необходимого значения. Это напряжение
увеличивалось до тех пор, пока амплитуда ускоре�
ния не достигала необходимого значения с погреш�
ностью, не превышающей 2%. В течение 2–3 с в ре�
зонаторе устанавливались стационарные колеба�
ния, после чего производилось измерение и запись
ускорения верхней пластины резонатора. Затем за�
давалось следующее значение частоты и измерения
повторялись в соответствии с описанным алго�
ритмом.

Описанный алгоритм измерений имеет принци�
пиальное значение при изучении резонансных ха�
рактеристик в нелинейном режиме, когда требуется
обеспечить постоянство внешнего воздействия на
резонатор. Однако в нелинейном режиме профиль
ускорения нижней пластины искажается за счет ге�
нерации в резонаторе высших гармоник. Поэтому в
нелинейном режиме поддерживалась постоянной
амплитуда ускорения на основной частоте, что по�
требовало модификации описанного выше алго�
ритма измерения резонансных характеристик. Для

каждого заданного значения частоты записывалась
реализация, содержащая около 50 периодов колеба�
ний ускорения нижней пластины, и производилось
вычисление амплитуды основной гармоники мето�
дом БПФ. Затем регулировкой выходного напряже�
ния задающего генератора подбиралось такое уско�
рение нижней пластины, при котором достигался
заданный уровень амплитуды на основной частоте с
погрешностью, не превышающей 3%.

РЕЗУЛЬТАТЫ ИЗМЕРЕНИЙ 
И ИХ СРАВНЕНИЕ 

С ЧИСЛЕННЫМИ РАСЧЕТАМИ

Экспериментальная зависимость отношения
ускорений верхней и нижней пластин резонатора,
соответствующая линейному режиму колебаний в
резонаторе I, представлена на рис. 2 точками. Чис�
ленные расчеты для линейного режима проводи�
лись с использованием модели среды с одним вре�
менем релаксации и при нелинейном коэффициен�
те, равном нулю. Значения времени релаксации и
коэффициента сдвиговой вязкости при расчетах ва�
рьировались таким образом, чтобы добиться наи�
лучшего (в смысле минимального среднеквадра�
тичного отклонения) совпадения эксперименталь�
ной и расчетной зависимостей (показана сплошной
линией на рис. 2) в диапазоне 20–200 Гц. Таким об�
разом, были определены значения τ = 0.7 мс, η1 =
= 4.7 Па · с. Заметим, что в диапазоне частот 10–
300 Гц, где лежат три первые резонансные частоты
исследуемого резонатора, пластисол имеет ярко вы�
раженные дисперсионные свойства. Это хорошо
видно из сравнения экспериментальных результа�
тов с видом резонансной кривой (штриховая ли�
ния), рассчитанной по модели Кельвина�Фойгта,
где параметры пластисола μ = 9.88 кПа, η = 4.7 Па · с
не зависят от частоты. Эта кривая совпадает с экс�
периментальной в области первого резонанса, од�
нако на высоких частотах экспериментальная зави�
симость существенно отличается: частоты измерен�
ных второго и третьего резонансов лежат выше, что
свидетельствует о росте упругости пластисола с уве�
личением частоты, в то время как амплитуда изме�
ренных резонансов выше, что связано с уменьше�
нием вязкости с ростом частоты. Для резонатора II
аналогичным образом были получены значения
времени релаксации τ = 1.2 мс и коэффициента
сдвиговой вязкости η1 = 2.8 Па · с. Параметры резо�
наторов, которые были использованы при расчетах,
представлены в таблице.

На рис. 3 приведены результаты расчета резо�
нансных кривых для резонатора I вблизи частоты
первого резонанса при различных значениях ам�
плитуды ускорения нижней пластины W0. При каж�
дом значении W0 сначала рассчитывалась резонанс�
ная кривая при медленном возрастании частоты,
затем – при ее медленном убывании. В начальный
момент времени задавалось значение амплитуды W0
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Рис. 2. Резонансные кривые, полученные для резона�
тора I. На основном графике представлены резонанс�
ные кривые в режиме линейных колебаний
(W0 = 1 м/с2). Точками показаны измеренные значе�
ния, сплошной линией – результаты расчета с ис�
пользованием модели среды с одним временем релак�
сации. Пунктирной линией показана зависимость,
рассчитанная для среды без релаксации. На вставке
показаны резонансные кривые в области первого ре�
зонанса при амплитуде ускорения нижней границы
резонатора W0 = 15 м/с2. Символы соответствуют из�
меренным значениям, результаты расчета показаны
сплошной жирной линией. Тонкой линией показан
расчет для линейных колебаний (W0 = 1 м/с2).
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и минимальная частота. Затем частота увеличива�
лась со скоростью 0.1 Гц/с, при этом каждую секун�
ду производилась запись ускорения верхней пла�
стины WL и вычисление амплитуды первой гармо�
ники. Расчет резонансной кривой при уменьшении
частоты проводился аналогичным образом. Отли�
чие состояло лишь в том, что в начальный момент
времени задавалось значение максимальной часто�
ты. В режиме линейных колебаний (W0 ≤ 5 м/с2) ам�
плитуда ускорения верхней границы резонатора
увеличивается в 10.5 раз по сравнению с амплиту�
дой на нижней границе, задаваемой вибратором.
При ускорении нижней пластины 30 м/с2 амплиту�
да скорости верхней границы резонатора достигает
VL = 1.2 м/с, что составляет 39% от скорости сдвиго�
вой волны. При таких скоростях частиц в резонато�
ре проявляются нелинейные эффекты: резонансная
кривая становится асимметричной, а резонансная
частота увеличивается. Коэффициент усиления по
ускорению также растет по сравнению с линейным
случаем и достигает 11.6 при W0 = 50 м/с2. При ам�
плитудах W0 > 40 м/с2 резонансные кривые, полу�
ченные при увеличении частоты и при ее уменьше�
нии (показано стрелками), не совпадают, т.е. возни�
кает область бистабильности. С ростом амплитуды
колебаний в резонаторе область бистабильности
расширяется. Эффект асимметричности резонанс�
ной кривой и смещение резонансной частоты на�
блюдался экспериментально. На вставке на рис. 2
результаты измерения резонансной кривой при
W0 = 15 м/с2 показаны крестиками. Там же приведе�
ны результаты расчета резонансной кривой для ли�
нейного случая и для W0 = 15 м/с2. Наблюдается
увеличение первой резонансной частоты на 0.4 Гц,
что меньше расчетного значения почти в 2 раза
(0.7 Гц). Усиление амплитуды колебаний верхней
границы резонатора в резонансе в эксперименте со�

ставило 11.7, что превысило расчетное значение
10.6 почти на 10%. 

Нелинейные эффекты оказались более выра�
женными в резонаторе II, изготовленном из поли�
мера с меньшим коэффициентом сдвиговой вязко�
сти. В режиме линейных колебаний амплитуда
ускорения верхней границы резонатора II увеличи�
вается в 13.7 раз по сравнению с амплитудой на виб�
раторе (см. рис. 4). Сравнительно малая вязкость
приводит к тому, что нелинейные эффекты в резо�
наторе II проявляются уже при амплитудах ускоре�
ния нижней пластины, превышающих 5 м/с2. Об�
ласть бистабильности в расчетных кривых возника�
ет при W0 = 20 м/с2. Измеренные резонансные
кривые при различных ускорениях нижней пласти�
ны резонатора (II) представлены на рис. 4 различ�
ными символами. Видно, что резонансные кривые
становятся асимметричными, а резонансная часто�
та растет с увеличением амплитуды колебаний в ре�
зонаторе. Результаты более детальных измерений
увеличения резонансной частоты с ростом ампли�
туды ускорения нижней границы W0 показаны на
рис. 5. Здесь же сплошной линией приведены ре�
зультаты для значения нелинейного параметра β =

Измеренные параметры резонаторов, используемые в
расчетах

Резонатор μ00, кПа β τ, мс η1, Па · с

I 9.9 ± 0.6 1.34 ± 0.23 0.7 ± 0.2 4.7 ± 0.3

II 6.7 ± 0.4 0.76 ± 0.13 1.2 ± 0.3 2.8 ± 0.2
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Рис. 3. Резонансные кривые вблизи первой резонанс�
ной частоты, рассчитанные при разных значениях
амплитуды ускорения нижней пластины W0 в резона�
торе I. Числа у кривых соответствуют амплитуде W0 в
м/с2. Стрелками показано направление изменения
частоты при расчете.

WL/W0

f, Гц

14

12

8

4
35333230 31 34

10

6

3
10 15

Рис. 4. Резонансные кривые вблизи первой резонанс�
ной частоты, полученные для резонатора II при раз�
ных значениях амплитуды ускорения нижней пласти�
ны W0. Результаты измерений показаны символами
(� – W0 = 3 м/с2, � – W0 = 10 м/с2, × – W0= 15 м/с2 ),
расчетные зависимости – линиями. Числа у кривых
соответствуют амплитуде W0 в м/с2.
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= 0.76, полученного из статических измерений. По
данным расчета, резонансная частота должна расти
почти в два раза быстрее, чем было измерено в экс�
перименте. Штриховой линией показаны результа�
ты расчета для значения β = 0.35, при котором от�
клонение от экспериментальных значений было
минимальным. 

Время установления стационарного режима ко�
лебаний в области бистабильности может значи�
тельно превосходить характерные времена в режиме
линейных колебаний. Были рассчитаны профили
ускорения вблизи резонансной частоты в течение
30 с после включения постоянного по амплитуде
ускорения на нижней пластине резонатора II. Расчет
проводился при различных амплитудах ускорения
нижней пластины. При амплитудах ускорения ме�
нее 15 м/с2 время установления колебаний не зави�
сит от амплитуды и составляет около десяти перио�
дов на частотах вблизи резонанса (32–34 Гц). При
амплитудах 20 м/с2 и 25 м/с2 время установления
стационарного режима увеличивается, при этом его
значение зависит от частоты. На резонансной ча�
стоте при амплитуде ускорения нижней пластины
W0 = 25 м/с2 стационарный режим устанавливается
за 15 периодов. В области бистабильности на уста�
новления стационарного режима при указанной
амплитуде W0 затрачивается больше времени. Доль�
ше всего (120 периодов) стационарный режим уста�
навливается на частоте 35.5 Гц, соответствующей
середине области бистабильности. На частоте
35.7 Гц время установления стационарного режима
уже в три раза меньше и составляет около 1 с (40 пе�
риодов). 

Распространение гармонической волны конеч�
ной амплитуды в среде с кубичной нелинейностью
приводит к генерации гармоник и искажению ис�

ходного синусоидального профиля. На рис. 6 пока�
заны измеренный и рассчитанный профили уско�
рения верхней пластины резонатора I на резонанс�
ной частоте при амплитуде W0 = 15 м/с2 . Профили
практически совпадают и мало отличаются от про�
филя гармонической волны, что связано с относи�
тельно большим затуханием как волны основной
частоты, так и волны третьей гармоники. Из линей�
ных измерений (рис. 2) можно определить, что от�
ношение WL/W0 на частоте 3�й гармоники (123 Гц)
меньше единицы и составляет 0.7 (измерение) и
0.94 (расчет). Таким образом, резонансного усиле�
ния третьей гармоники в таком резонаторе не про�
исходит. Если уменьшить вязкость, то нелинейные
эффекты становятся более выраженными. На рис. 6
показан профиль, рассчитанный для случая малой
вязкости (η = 1.6 Па · с). Искажения этого профиля,
связанные с генерацией третьей гармоники, хоро�
шо видны. 

На рис. 7 показаны результаты гармонического
анализа временных профилей, представленных на
рис. 6. Когда вязкость среды достаточно большая
(η= 4.7 Па · с), уровень третьей гармоники в резона�
торе мал и составляет –32 дБ по отношению к
основной гармонике, что соответствует результа�
там измерений. При уменьшении коэффициента
вязкости до 1.6 Па · с уровень третьей гармоники
возрастает на 16 дБ и составляет –15 дБ по отноше�
нию к основной гармонике. Такой рост эффектив�
ности генерации третьей гармоники объясняется
как возрастанием на 10 дБ амплитуды основной
гармоники, так и резонансным усилением третьей
гармоники в резонаторе (отношение WL/W0 на ча�
стоте 3�й гармоники равно 1.9). Отметим, что в из�
меренном спектре ускорения нижней пластины
присутствуют вторая и третья гармоники, но их уро�
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Рис. 5. Зависимость первой резонансной частоты
от амплитуды ускорения нижней пластины резона�
тора II. Символы соответствуют измеренным значе�
ниям, сплошной и пунктирной линиями показаны
результаты расчета для β = 0.76 и β = 0.35 соответственно.
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Рис. 6. Временной профиль ускорения верхней пла�
стины резонатора I на резонансной частоте при
W0 = 15 м/с2. Измеренный и рассчитанный профили
показаны точками и штриховой линией соответ�
ственно.Сплошной линией показан рассчитанный
профиль для резонатора с коэффициентом сдвиговой
вязкости η = 1.6 Па · с.
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вень мал (–23 и –26 дБ соответственно) по сравне�
нию с уровнем основной гармоники.

ОБСУЖДЕНИЕ И ВЫВОДЫ

Проявление нелинейных эффектов и процесс
генерации гармоник в резонаторе, заполненном
средой с кубичной нелинейностью, имеет ряд осо�
бенностей. В резонаторе, настроенном на резонанс�
ную частоту основной гармоники, волны высших
гармоник, возникающие на кубичной нелинейно�
сти, не являются резонансными. Это обусловлено
дисперсией скорости сдвиговых волн в области
низких частот, вызванной конечными временами
релаксации вязкоупругих параметров среды. Нали�
чие жесткой пластины конечной массы на верхней
границе резонатора также приводит к смещению
резонансных частот и десинхронизации волн ос�
новной частоты и ее гармоник [17]. Поэтому гене�
рация третьей и более высоких гармоник происхо�
дит не в резонансном режиме. В частности, ампли�
туду колебательной скорости третьей гармоники
можно оценить исходя из соотношения, получен�
ного в [7] для случая бегущей волны:

(9)

где V0 – амплитуда колебательной скорости вол�
ны основной частоты ω, βZ = 1.5β – нелинейный
параметр среды, сt = (μ/ρ)1/2 – скорость сдвиговой
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волны,  – коэффициент затухания вол�

ны основной частоты. Амплитуда третьей гармо�
ники ускорения на верхней границе резонатора,
возникающая на одном проходе толщины резона�
тора L, может быть записана в виде:

(10)

Таким образом, амплитуда третьей гармоники
ускорения зависит кубично от амплитуды ускоре�
ния волны основной частоты. Амплитуда основ�
ной гармоники в резонаторе с малой вязкостью
(η = 1.6 Па · с) в 3 раза выше, чем в резонаторе с вяз�
костью η = 4.7 Па · с (см. рис. 7), что должно, в соот�
ветствии с [7], приводить к возрастанию амплитуды
третьей гармоники на 29 дБ, что очень близко к ре�
зультату (26 дБ), полученному путем моделирова�
ния. На амплитуду третьей гармоники в резонато�
рах с различной сдвиговой вязкостью влияет воз�
можность усиления за счет резонанса. В резонаторе
с малой вязкостью третья гармоника может допол�
нительно усиливаться за счет резонанса в 1.9 раз, в
то время как для резонатора с большой вязкостью
такое усиление отсутствует (см. рис. 2). Т.е. сниже�
ние вязкости среды является определяющим фак�
тором в повышении эффективности нелинейных
процессов в рассматриваемых резонаторах. 

Результаты нашей работы показывают, что на�
блюдается эффект увеличения резонансной часто�
ты с ростом амплитуды колебаний в резонаторе с
кубично нелинейной средой. В соответствии с рас�
четами происходит несимметричное искажение
формы резонансной кривой. Однако отсутствует
количественное соответствие наблюдаемых в экс�
перименте эффектов с результатами расчетов, вы�
полненных с параметрами, определенными из ста�
тических измерений. Так, рост первой резонансной
частоты при заданном значении коэффициента
сдвиговой вязкости соответствует расчетным значе�
ниям для коэффициента нелинейности β = 0.35, что
более чем в 2 раза меньше значения, определенного
из статических измерений. Наши измерения пока�
зали, что линейные статический и динамический
модули упругости резиноподобного полимера от�
личаются. С ростом частоты линейный сдвиговый
модуль возрастает, что приводит к неэквидистант�
ности резонансных частот. Можно предположить,
что значения статического и динамического коэф�
фициентов нелинейности также отличаются. Это
обстоятельство можно было бы учесть путем услож�
нения реологической модели (рис. 1), например,
предполагая пружинку в максвелловской схеме не�
линейной, причем размягчающейся с ростом де�

формации: . Следует отметить, что
сейчас в литературе идет довольно оживленная дис�
куссия относительно определения упругих пара�
метров несжимаемых материалов, куда относятся
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Рис. 7. Первые три гармоники ускорения верхней
пластины резонатора I при амплитуде ускорения
нижней пластины 15 м/с2 на резонансной частоте.
Черным и серым цветом показаны гармоники изме�
ренных ускорений верхней (WL) и нижней (W0) пла�
стин резонатора, Заштрихованный столбец и столбец
белого цвета соответствуют гармоникам ускорения
WL , рассчитанным для резонаторов с коэффициента�
ми сдвиговой вязкости η = 4.7 Па · с и η = 1.6 Па · с
соответственно.

4



770

АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ  том 57  № 6  2011

АНДРЕЕВ и др.

многие полимеры и мягкие биологические ткани.
Предлагаются как теоретические модели описания
таких сред с использованием ограниченного числа
нелинейных параметров [7, 11, 12], так и методы из�
мерения этих параметров [13]. Предложенный в на�
шей работе метод интерферометра при его исполь�
зовании в нелинейном режиме может быть полезен
для получения информации о нелинейных пара�
метрах резиноподобных материалов в низкочастот�
ной области.

Работа выполнена при поддержке грантов
РФФИ и МНТЦ (№ 3691).
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