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На основе широкоугольного параболического приближения построен новый численный алгоритм
расчета линейных и нелинейных полей, создаваемых аксиально-симметричными ультразвуковыми
излучателями. На примере одиночного сильно фокусирующего излучателя проведено сравнение
результатов моделирования ультразвукового поля, полученных на основе уравнения Вестервельта,
уравнения Хохлова–Заболотской–Кузнецова (ХЗК) с различными способами задания граничных
условий и нелинейного широкоугольного параболического уравнения. Показано, что при сравни-
мой с уравнением ХЗК скорости численных расчетов использование широкоугольного параболиче-
ского приближения позволяет получать решения для сильно фокусированных линейных и нели-
нейных ультразвуковых пучков гораздо более близкие по точности к решениям уравнения Вестер-
вельта.
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ВВЕДЕНИЕ
В последнее десятилетие высокоинтенсивный

фокусированный ультразвук (High Intensity Fo-
cused Ultrasound – HIFU) находит все более ши-
рокое применение в неинвазивной хирургии для
теплового и механического воздействия на ткани
различных органов [1, 2]. Отличительными осо-
бенностями HIFU-излучателей являются боль-
шие углы схождения и сильное проявление эф-
фектов акустической нелинейности, особенно в
новых приложениях, основанных на использова-
нии ударно-волновых режимов облучения [2, 3].
Для обеспечения эффективности и безопасности
использования устройств ультразвуковой хирур-
гии в клинической практике необходимо количе-
ственное описание параметров полей, создавае-
мых излучателями в воде и в биологической тка-
ни, по значениям которых можно оценить риски
и эффективность лечения.

При создании новых медицинских устройств
сначала определяются характеристики ультразву-
кового поля при фокусировке в воде [4]. Мощ-
ным метрологическим инструментом для этой

цели становится численное моделирование, ис-
пользующее экспериментальные данные об излу-
чателе конкретной установки. Недавно был пред-
ложен метод, который все более широко начина-
ет применяться в различных лабораториях мира
[5–7]. Метод основан на использовании измере-
ний в линейном поле для постановки точного
граничного условия волновой модели и серии
численных расчетов нелинейного поля в диапазо-
не рабочих мощностей излучателя с контролем
точности по измерениям акустического давления
в фокусе. Важным частным случаем геометрии
полей, создаваемых излучателями для ультразву-
ковой хирургии, являются поля, обладающие ак-
сиальной симметрией. Во-первых, во многих
приложениях используются излучатели в виде
одиночного сегмента сферической поверхности
[5, 7] либо в виде кольцевых решеток [8]. Кроме
того, даже поля излучателей более сложной кон-
струкции, в том числе многоэлементных реше-
ток, могут быть с высокой точностью аппрокси-
мированы полем эквивалентного одиночного из-
лучателя [9]. Поэтому развитие удобных методов
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численного моделирования нелинейных полей,
обладающих аксиальной симметрией, является
теоретической и практической задачей, важной
для развития медицинских приложений ультра-
звука.

Используемые на сегодняшний день в меди-
цинской акустике волновые модели различаются
по точности описания нелинейных и дифракци-
онных эффектов, области применимости и слож-
ности необходимых вычислений. Одной из наибо-
лее полных волновых моделей является уравнение
Вествервельта, точно учитывающее дифракцион-
ные эффекты [6, 9, 10]. Однако для аксиально-
симметричного поля использование данного урав-
нения оказывается невыгодным по вычислитель-
ным затратам. Широко используемой приближен-
ной моделью для описания аксиально-симмет-
ричных пучков является нелинейное уравнение
Хохлова–Заболотской–Кузнецова (ХЗК), учиты-
вающее эффекты дифракции в параболическом
приближении и поэтому справедливое лишь при
малых углах фокусировки [11]. Расширить об-
ласть применимости параболической модели
для сильно фокусирующих излучателей ультра-
звуковой хирургии и получить более точные ре-
зультаты в фокальной области пучка удалось при
помощи модификации граничного условия, по-
лучившей название метода эквивалентного из-
лучателя [9, 12].

Менее используемой, но потенциально более
точной моделью для описания дифракционных
эффектов в фокусированных аксиально-симмет-
ричных полях медицинских излучателей может
служить метод аппроксимаций Паде [13–17]. Та-
кой метод часто называют широкоугольным при-
ближением, которое также может рассматривать-
ся как обобщение стандартной параболической
модели.

Широкоугольное приближение успешно ис-
пользуется при описании распространения низ-
кочастотных линейных звуковых волн в моделях
морской среды [15, 16]. В нелинейных задачах ши-
рокоугольное приближение применялось для мо-
делирования слабо-нелинейных полей в воде [17]
и воздухе [18]. При этом использовались различные
способы аппроксимации точного пропагатора од-
нонаправленного волнового уравнения. Так, в ра-
боте [17] пропагатор аппроксимировался рацио-
нальной функцией N-го порядка, а в работе [18] –
суммой рациональных функций первого порядка.
В результате при расчете дифракционного опера-
тора согласно работе [18] поперечный лапласиан
появляется только в левой части соответствую-
щего уравнения, а в работе [17] – симметрично
слева и справа. Это делает численную схему рабо-

ты [18] близкой к полностью неявной, со всеми ее
недостатками, а схему работы [17] – близкой к
схеме Кранка–Николсона. Для расчета нелиней-
ного оператора в работах [17, 18] используется
спектральный подход, позволяющий решать
только слабо-нелинейные задачи.

В данной работе широкоугольное приближе-
ние использовалось при построении нового чис-
ленного алгоритма описания линейных и сильно
нелинейных ультразвуковых полей, создаваемых
аксиально-симметричными фокусирующими из-
лучателями ультразвуковой хирургии. Новизна
алгоритма связана с использованием удароулав-
ливающей численной схемы для расчета нели-
нейного оператора и возможностью описания
разрывных полей [10], способ аппроксимации
точного пропагатора соответствовал работе [17].
Другое важное отличие представленной работы
состоит в постановке граничного условия. В ра-
боте [17] оно задавалось в виде источника круглой
формы на плоскости с равномерно распределен-
ным давлением и изменением фазы, обеспечива-
ющим фокусировку. В нашей работе использует-
ся реалистичное граничное условие, получаемое с
использованием интеграла Рэлея для переноса
поля с излучающей поверхности произвольной
формы на начальную плоскость. Это позволяет
применять его для описания полей реальных из-
лучателей медицинского ультразвука, имеющих,
например, форму сферического сегмента.

Для проверки точности нового алгоритма бы-
ло проведено сравнение результатов моделирова-
ния полей, полученных с использованием урав-
нения Вествервельта [9, 10], уравнения ХЗК [9] и
разработанного широкоугольного параболиче-
ского уравнения. Показано, что широкоугольное
приближение позволяет моделировать поля силь-
но фокусирующих аксиально-симметричных ис-
точников с близкой по сравнению с уравнением
Вествервельта точностью во всей пространствен-
ной области пучка; при этом вычислительная
сложность алгоритма сопоставима со стандарт-
ными алгоритмами решения уравнения ХЗК.

ТЕОРЕТИЧЕСКИЙ МЕТОД

А. Уравнения Вестервельта 
и Хохлова–Заболотской–Кузнецова (ХЗК)

Уравнение Вестервельта, описывающее рас-
пространение нелинейных акустических волн в
произвольных направлениях, имеет вид
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Здесь  – акустическое давление, t –

время, Δ – оператор Лапласа,  +

+  в декартовой системе коорди-
нат     и δ – плотность, скорость зву-
ка, коэффициент нелинейности и коэффициент
термовязкого поглощения в среде соответствен-
но. Физические параметры в уравнении (1), соот-
ветствующие распространению в воде при темпе-
ратуре 20°С, равны:  кг/м3,  м/с,

= 3.5,  = 4.33 ×10–6 м2/с [6, 9].

Для описания ультразвукового пучка, создава-
емого аксиально-симметричным источником в
однородной среде, т.е. в отсутствие отражений и
эффектов обратного рассеяния, уравнение (1)
удобно переписать в сопровождающей системе
координат:

(2)

где  

 – радиальная координата в плоско-
сти, перпендикулярной оси симметрии излучате-
ля. В параболическом приближении уравнение
(2) переходит в уравнение Хохлова–Заболот-
ской–Кузнецова:

(3)

Оба уравнения, (2) и (3), являются уравнения-
ми эволюционного типа по координате z, в кото-
рых давление  медленно меняется как
функция z, а быстрые фазовые изменения учтены
использованием в качестве временного аргумента
времени  в сопровождающей системе коорди-
нат. Видно, что уравнение ХЗК (3) отличается от
уравнения Вестервельта (2) только отсутствием в
правой части второй частной производной давле-
ния по координате z. Это отличие связано с ис-
пользованием в уравнении ХЗК упрощающего
предположения о малости углов дифракции, в то
время как дифракционная часть уравнения Ве-
стервельта, (1) и (2), в точности соответствует ли-
нейному волновому уравнению. Полагая в уравне-
ниях (2) и (3) равными нулю коэффициенты нели-
нейности и термовязкого поглощения, можно
получить соответствующие линейные уравнения,
описывающие только дифракционные эффекты.
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Б. Широкоугольное параболическое 
приближение (ШПУ)

Широкоугольное параболическое приближе-
ние можно рассматривать, с одной стороны, как
обобщение стандартного параболического ди-
фракционного оператора уравнения (3), а с дру-
гой стороны, как один из способов построения
приближенного решения дифракционной части
уравнений (1) и (2). Рассмотрим вывод уравнения
широкоугольного приближения для отдельных гар-
монических компонент разложения поля давления

 в ряд Фурье  в
уравнении (1). В отсутствие нелинейных эффек-
тов и поглощения, для комплексной амплитуды
давления  уравнение (1) переходит в уравнение
Гельмгольца:

(4)

где k = ω/c0 – волновое число. Если ввести диф-
ференциальные операторы  и  как

(5)

то уравнение Гельмгольца можно представить в
виде

(6)

Учитывая, что в рассматриваемом случае од-
нородной среды волновое число k не зависит от
координат, уравнение Гельмгольца распадается
на два независимых уравнения:

 (7а)

 (7б)

каждое из которых соответствует волнам, бегущим
под острыми углами к отрицательному (7а) или
положительному (7б) направлениям оси z [13].

Оператор  является псевдодиффе-
ренциальным оператором, который понимается в

терминах умножения фурье-образа 

комплексной амплитуды давления  по
поперечным пространственным координатам на
соответствующую передаточную функцию. Так,
запись

(8)
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означает, что для фурье-образов левой и правой
частей равенства справедливо, что

(9)

где оператор  означает нахождение фурье-об-
раза функции, являющейся аргументом операто-
ра, по поперечным пространственным координа-
там. Вклад компонент пространственного фурье-
спектра поля при  можно не учитывать, так
как они соответствуют быстро затухающим неод-
нородным волнам.

Для получения широкоугольного приближе-
ния перейдем в сопровождающую систему коор-
динат, в которой вместо амплитуды давления

 используется медленно меняющаяся
комплексная амплитуда p:

(10)
В этом случае уравнение (7б) однонаправленного
распространения вдоль положительного направ-
ления оси z преобразуется к виду

(11)

Оператор  можно представить в виде
ряда Тейлора по степеням оператора 

(12)

Удерживая в (11) конечное число слагаемых
ряда (12), получим различные приближенные
уравнения. Так, если ограничиться только линей-
ным слагаемым, то  и уравнение (11)
преобразуется к стандартному параболическому
уравнению дифракции для частотных составляю-
щих  в линеаризованном
уравнении ХЗК (3) в отсутствие поглощения:

(13)

Удерживая в разложении (12) слагаемые более
высокого порядка, получим более точные уравне-
ния широкоугольного параболического прибли-
жения. С точки зрения построения численных
схем и их решений, напрямую использование та-
ких разложений невыгодно, так как тогда в урав-
нение входят пространственные производные
высокого порядка, соответствующие целочис-
ленным степеням оператора  Поэтому на прак-
тике построение приближенного уравнения осу-
ществляется иначе [15].
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Если на расстоянии z известно распределение
амплитуды давления  вдоль поперечной коор-
динаты r, то решение уравнения (11) на шаге
z + Δz можно представить в виде [13]

(14)

где оператор

(15)

называется пропагатором. Так же, как и оператор
 пропагатор  может быть аппроксимирован

несколькими первыми членами ряда Тейлора по
оператору  Однако, как уже было сказано выше,
такое представление на практике оказывается не-
удобным. Поэтому пропагатор чаще всего пред-
ставляют в виде рациональной функции – отно-
шения двух полиномов степени N, которая также
называется аппроксимацией Паде или “Split-step
Padé” [13]:

(16)

Коэффициенты аппроксимации Паде могут
быть найдены, если известны коэффициенты
разложения пропагатора в ряд Тейлора до номера
2N включительно. Коэффициенты  и  в (16)
равны единице. Чем больше номер N, тем лучше
формула (16) аппроксимирует исходный пропага-
тор (15). В данной работе использовалось значе-
ние N = 4. Далее каждый из полиномов расклады-
вается на множители, в результате чего пропага-
тор (16) можно записать в виде

(17)

где   а  и  – корни соот-
ветствующих полиномов, стоящих в числителе и
знаменателе аппроксимации Паде. Для вычисле-
ния корней использовался алгоритм, основан-
ный на методе Аберта–Эрлиха [19]. Представле-
ние (17) для пропагатора допускает на каждом
шаге Δz итеративную процедуру решения вида

(18)

Итеративная процедура (18) реализовывалась
в четыре этапа, последовательно для каждой из
N = 4 пар значений коэффициентов  и  Фазо-
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вая ошибка (в радианах) между точным пропага-
тором (15) и его приближенным представлением

(18) для первой гармоники составила  на
одном шаге Δz и 0.15 суммарно на всей области
расчета для волн, распространяющихся под углом
65° к оси излучателя. Каждое из уравнений (18)
содержит только первую степень дифференци-
ального оператора  второго порядка, что позво-
ляет использовать простые конечно-разностные
схемы для построения численного решения. Та-
ким образом, широкоугольное параболическое
уравнение можно представить в виде Паде-ап-

52.7 10−×

L̂

проксимации (16) точного пропагатора (15) одно-
направленного волнового уравнения (11).

В. Граничные условия в плоскости источника

Для решения уравнений эволюционного типа
(2, 3, 11) требуется задание граничного условия в
виде распределения поля давления в некоторой
начальной плоскости, перпендикулярной оси из-
лучателя. В качестве примера рассмотрим поле,
создаваемое одиночным сильно фокусирующим
излучателем в виде сферического сегмента с ра-
диусом a = 5 см, фокусным расстоянием F = 9 см

Рис. 1. Иллюстрация способов постановки граничных условий в различных моделях описания ультразвукового пучка,
создаваемого фокусирующим излучателем в виде сферического сегмента с частотой 1 МГц, радиусом 5 см и фокусным
расстоянием 9 см. Для параболического уравнения (а, б): равномерное распределение амплитуды давления на плос-
кости “А”, проходящей через центр излучателя, и на плоскости “М” для эквивалентного источника. Для широко-
угольного параболического уравнения (в, г): перенесение поля с поверхности излучателя на плоскость “Ф” с исполь-
зованием интеграла Рэлея, затем на плоскость “А”, используя метод углового спектра.
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и частотой f = 1 МГц (рис. 1) [9, 20]. Половинный
угол фокусировки такого излучателя составляет
θ = 33.7°, а коэффициент линейного усиления
давления в фокусе по сравнению с давлением на
поверхности излучателя равен 64 [9]. Если по-
верхность излучателя колеблется в поршневой
моде с амплитудой колебательной скорости  то
характерная амплитуда давления на поверхности
излучателя может быть определена в соответ-
ствии с формулой для плоской волны: 

Граничное условие для стандартного парабо-
лического уравнения (3) обычно задается в плос-
кости z = 0 в виде распределения амплитуды дав-
ления на рабочей частоте излучателя и описыва-
ется выражением

(19)

Здесь  – круговая частота,  –
волновой вектор, а – радиус излучателя на плос-
кости, совпадающий с радиусом реального излу-
чателя (сплошные линии на рис. 1а, 1б). Однако
известно, что при увеличении угла схождения из-
лучателя решение стандартной параболической
модели начинает заметно отличаться от точного
решения дифракционной задачи в виде интеграла
Рэлея [21]. Для расширения области применимо-
сти параболического приближения было предло-
жено использовать модифицированные гранич-
ные условия в виде эквивалентного источника [9,
12]. Параметры эквивалентного источника в гра-
ничном условии (19) подбирались из условия сов-
падения амплитуд давления в фокусе и положе-
ний первых дифракционных нулей главного фо-
кального максимума на оси пучка для решений,
полученных в параболической модели и на осно-
ве интеграла Рэлея. Были получены аналитиче-
ские выражения для радиуса  фокусного рас-
стояния  и начальной амплитуды давления 
эквивалентного источника как функций а, F, и 
фокусирующего излучателя для различных значе-
ний безразмерного параметра  При этом было
показано, что величины  и  (штриховые ли-
нии на рис. 1а, 1б) всегда превышают соответ-
ствующие значения F и a, и различие между ними
растет с увеличением угла схождения излучателя.
Далее в работе будут использоваться граничные
условия как в стандартной формулировке (19),
так и в виде эквивалентного источника.

Для уравнения Вестервельта (2) и широко-
угольной параболической модели (11) граничное
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условие рассчитывалось в два этапа. Сначала с
помощью интеграла Рэлея [20]

(20)

рассчитывалось распределение акустического
давления в фокальной плоскости (см. рис. 1в).
Здесь  – комплексная амплитуда давления в
точке наблюдения с радиус-вектором r,  – ради-
ус-вектор элемента поверхности  лежащего на
поверхности излучателя. Величина нормальной
компоненты колебательной скорости  на по-
верхности излучателя предполагалась одинако-
вой. Интегрирование в (20) ведется вдоль поверх-
ности , представляющей собой сегмент сферы,
ограниченный полярным углом θ (рис. 1). Затем
полученное распределение амплитуды давления
переносилось на начальную плоскость z = 0, ис-
пользуя метод углового спектра [10]. Как показа-
но на рис. 1г, получаемое итоговое распределение
амплитуды давления при z = 0 имеет неравномер-
ную структуру вдоль радиальной координаты и
заметно отличается от распределений параболи-
ческих моделей прямоугольной формы рис. 1б.

Г. Граничные условия по радиальной координате

Для уменьшения влияния границы области
расчета по радиальной координате в стандартном
и широкоугольном параболических уравнениях
на краю пространственного окна по r использова-
лись неотражающие граничные условия идеально
согласованного слоя (PML – perfectly matched lay-
er) [22]. Для этого в небольшом приграничном
слое толщиной  радиальная коор-
дината r преобразовывается в комплексную вели-
чину 

(21)

где  – функция координат, определяющая за-
тухание в PML-слое,  – координата начала
PML,  – координата границы расчетной обла-
сти, которая выбиралась равной . В результате
дифференциальный оператор  внутри слоя пре-
образуется к виду

(22)
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где введены две функции,

(23)

а  и  означают их производные по коор-
динате r. Эти функции отличаются от единицы
только внутри PML, а вне согласующего слоя
дифференциальный оператор  имеет свой ис-
ходный вид (5).

Функция затухания  выбиралась в виде
степенной зависимости вида

(24)

Значение коэффициента  и толщина PML
обычно подбираются экспериментально путем
минимизации амплитуды отраженных волн.
В данной работе  была выбрана в десять раз пре-
вышающей круговую частоту  основной гармо-
ники, а толщина слоя  равной 5 мм. Амплитуда
отраженных волн при этом составляла менее –80 дБ
от амплитуды падающей волны.

Д. Численные алгоритмы
Для моделирования уравнений (2) и (3) ис-

пользовался численный алгоритм, основанный
на методе расщепления по физическим факторам
второго порядка точности по z [23] и комбиниро-
ванном частотно-временном подходе для описа-
ния различных физических эффектов на каждом
шаге сетки вдоль оси пучка от z к z + Δz [6, 10].
Акустическое давление  в каждой про-
странственной точке по r на расстоянии z пред-
ставлялось либо в виде временных профилей дав-
ления, либо в виде набора гармоник ряда Фурье.
При этом использовался адаптивный алгоритм
изменения числа гармоник, используемых в рас-
чете на каждом текущем шаге по z. Число гармо-
ник увеличивалось по мере искажения профиля
волны и расширения ее спектра. Так, если ампли-
туда последней используемой гармоники начина-
ла превышать  от амплитуды на источнике, то
в расчет добавлялись еще  гармоник. Макси-
мальное число гармоник составляло 800.

Поскольку в трех рассматриваемых уравнени-
ях (2), (3) и (11) операторы нелинейности и погло-
щения не отличаются друг от друга, то для их вы-
числения использовались одинаковые методы.
Для расчета нелинейного оператора на малых
расстояниях от излучателя решалась система
уравнений для амплитуд гармоник методом Рун-
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ге–Кутта четвертого порядка точности. При пре-
вышении амплитуды десятой гармоники 1% от
амплитуды основной, применялась консерватив-
ная схема типа Годунова [10]. Поглощение рас-
считывалось с использованием точного аналити-
ческого решения для каждой из гармоник.

Дифракционный оператор рассчитывался в
частотном представлении независимо для каж-
дой из гармоник. Ввиду особенностей дифракци-
онных операторов каждой из моделей для их вы-
числения применялись разные численные мето-
ды. Для уравнения Вестервельта использовалось
аналитическое решение для углового спектра,
при этом амплитуды гармоник пространственно-
го спектра вычислялись с использованием дву-
мерного быстрого преобразования Фурье [10].
Шаги пространственной сетки в плоскости xy со-
ставляли  шаг дифракционно-
го оператора по оси z,  был равен шагу
расщепления по физическим факторам.

Для расчета дифракционного оператора стан-
дартного параболического приближения на рас-
стояниях до 5% от фокусного расстояния исполь-
зовалась абсолютно неявная схема, а затем, на
больших расстояниях – схема Кранка–Николсо-
на [5]. Дифракционный оператор широкоуголь-
ного приближения (18) рассчитывался с исполь-
зованием схемы, по структуре похожей на схему
Кранка–Николсона:

(25)

где j – индекс узла пространственной сетки в ра-
диальном направлении. Данная система линей-
ных уравнений для значений давления в узлах
сетки  имеет трехдиагональную матрицу и ре-
шалась стандартным методом прогонки.

Внутри PML представленные конечно-раз-
ностные схемы модифицировались в соответ-
ствии с преобразованием оператора  (22), в ре-
зультате чего менялись коэффициенты трехдиаго-
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нальной матрицы. Шаг по радиальной координате в
численных расчетах по конечно-разностным схе-
мам составлял 0.0025 мм, по координате z вдоль оси
пучка 0.025 мм. Для указанного шага по координате
z и волнового числа k = 4230 м–1, соответствующего
основной частоте волны, n = 1, значения коэффи-
циентов  и  составили: 

 μ3 = 0.5861 + 0.0049i, μ4 =
= 0.8828 + 0.0014i, ν1 = 0.0295 + 0.0113i, ν2 = 0.2488 +
+ 0.0089i, ν3 = 0.5861 + 0.0049i, ν4 = 0.8828 + 0.0014i.

Все алгоритмы были адаптированы для парал-
лельных вычислений с помощью технологии
OpenMP, что позволило сократить время расчетов в
соответствии с числом ядер процессора, на котором
производился расчет (обычно 4–8 ядер). Отметим,
что в разностных алгоритмах расчета дифракци-

nν nμ 1 0.0295 0.0113 ,i+μ =
2 0.2488 0.0089 ,i+μ =

онного оператора параболических уравнений
необходимо было использовать более частую
пространственную сетку (5400 точек в продоль-
ном и 40000 точек в радиальном направлении),
чем при решении уравнения Вестервельта, где ис-
пользовалось аналитическое выражение для уг-
лового спектра (720 точек в продольном и 12800
точек в радиальном направлении). В зависимости
от степени проявления нелинейных эффектов, в
алгоритм включались от 10 до 800 гармоник, при
этом расчет трехмерного уравнения Вестервельта
занимал от нескольких часов до нескольких дней,
а уравнений ХЗК и ШПУ – от десятков минут до
нескольких часов.

РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ
А. Сравнение результатов моделирования

линейного пучка
На первом этапе моделирование уравнений

(2), (3) и (11) проводилось при отключенных опе-
раторах нелинейности и поглощения. Таким об-
разом тестировались различия решений рассмат-
риваемых моделей, обусловленные различиями
соответствующих дифракционных операторов.
Решение (11) в виде интеграла Рэлея (20) прини-
малось за эталонное.

На рис. 2 представлены распределения ампли-
туды давления, полученные на оси пучка z и вдоль
поперечной координаты r в фокальной плоскости
с помощью интеграла Рэлея, параболического
уравнения со стандартным граничным условием
(ПУ) и модифицированным граничным условием
в виде эквивалентного источника (ПУЭ), а также
широкоугольного параболического уравнения
(ШПУ) с граничным условием, рассчитанным на
начальной плоскости  с использованием фо-
кальной плоскости в качестве промежуточной
(рис. 1). Видно, что в области нескольких ди-
фракционных максимумов вокруг фокуса реше-
ния параболической модели с модификацией
граничного условия и широкоугольного прибли-
жения практически не отличаются от эталонного.
Решение стандартного параболического уравне-
ния при этом заметно отличается от эталонного
как по величине амплитуды давления в фокусе,
так и по структуре ближайших к фокусу дифрак-
ционных пиков, что иллюстрирует ограничен-
ность его применимости для описания полей
сильно фокусирующих излучателей.

Более подробно отличия между решениями
различных моделей показаны на рис. 3, где в
плоскости оси пучка zr представлены двумерные
распределения модуля разности амплитуд давле-
ния в эталонном решении и в решениях, рассчи-

0z =

Рис. 2. Распределения амплитуды давления на оси
рассматриваемого излучателя (а) и в фокальной плос-
кости (б), отнесенные к амплитуде давления на его
поверхности. Обозначения: “Рэлей” – эталонное ре-
шение дифракционной задачи в виде интеграла Рэ-
лея; ПУЭ – решение параболического уравнения с
модификацией граничных условий в виде эквива-
лентного источника; ШПУ – решение широкоуголь-
ного параболического уравнения; ПУ – решение па-
раболического уравнения со стандартными гранич-
ными условиями.
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танных указанными выше методами. Распределе-
ния нормированы на значение амплитуды давле-
ния в фокусе в эталонном решении. Видно, что
ошибка в определении амплитуды давления при
расчетах с использованием стандартной парабо-
лической модели достигает в отдельных точках
около 8%, причем не только в фокусе, но и в не-
которых других точках на оси пучка. Эти различия
в основном связаны с неточностью положения мак-
симумов и минимумов поля относительно эталон-
ного решения. Модификация граничных условий
позволяет добиться совпадения решений внутри
фокального максимума и хорошего соответствия
эталонному решению в нескольких дифракцион-
ных максимумах вокруг фокуса [6, 12]. Тем не ме-
нее, наблюдаются области вдоль оси пучка ближе
к излучателю и на краях пучка, где ошибка может
достигать 6%. Эти отличия также связаны, в ос-
новном, с отличием в положениях максимумов и
минимумов дифракционного поля. Наиболее
точное соответствие эталонному решению на-
блюдается для широкоугольного приближения:
ошибка составляет в фокусе меньше 0.07%, в об-
ласти вокруг фокуса – не более 0.5%, максималь-
ная ошибка не превышает 2.5% и наблюдается на
оси пучка в ближней зоне излучателя. Из рисунка
видно, что величина амплитуды давления, а так-
же положения максимумов и минимумов поля в
решениях ШПУ и интеграла Рэлея хорошо соот-
ветствуют друг другу уже на расстояниях z > 0.5F.

Б. Сравнение результатов моделирования 
нелинейных пучков

На следующем этапе была проведена оценка
точности решений уравнения ХЗК с модифици-
рованным граничным условием и нелинейного
широкоугольного параболического уравнения
при моделировании нелинейных пучков с учетом
слабого термовязкого поглощения. Полученные
решения сравнивались с эталонным численным
решением уравнения Вестервельта. Решение ХЗК
со стандартным граничным условием не рассмат-
ривалось, поскольку уже при моделировании ли-
нейного пучка точность расчетов не представля-
лась удовлетворительной.

На рис. 4 представлены распределения поло-
жительного и отрицательного пиковых давлений
в профиле волны вдоль оси излучателя и в его фо-
кальной плоскости, а также профили волны в фо-
кусе излучателя, полученные указанными выше
тремя разными методами для трех разных ампли-
туд давления на излучателе. Видно, что величины
пиковых отрицательных давлений, рассчитанных
с использованием всех трех моделей, практиче-

ски не различаются. Для пикового положитель-
ного давления, при квазилинейном режиме фо-
кусировки,  (рис. 4а), когда нели-
нейные искажения профиля и различия в
величинах пиковых давлений малы, все три мето-
да также дают практически неразличимые резуль-
таты. При увеличении начальной амплитуды дав-
ления, начиная с  появляется не-
которое отличие в решении параболического
уравнения с модификацией граничных условий,
которое достигает максимума (18%) при началь-
ной амплитуде  (рис. 4б), когда в
фокусе начинает образовываться ударный фронт.

0 0.025 МПаp =

0 0.15 МПа,p =

0 0.25 МПаp =

Рис. 3. Двумерные распределения разности амплитуд
давлений в плоскости оси пучка между эталонным и
приближенными решениями, отнесенные к амплиту-
де давления в фокусе в эталонном решении. (а) Пара-
болическое уравнение со стандартным граничным
условием, (б) параболическое уравнение с модифи-
цированным граничным условием, (в) широкоуголь-
ное параболическое уравнение.
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При амплитуде  (рис. 4в) в фокаль-
ном профиле волны формируется развитый раз-
рыв, когда отношение амплитуды разрыва на
фронте к начальному давлению на излучателе
максимально [9]. На этом этапе получаемые ре-
шения для пикового положительного давления
также практически неотличимы друг от друга.

Превышение пикового положительного дав-
ления в решении уравнения ХЗК с модифициро-
ванными граничными условиями по сравнению с
эталонным решением уравнения Вестервельта и
нелинейного ШПУ также иллюстрирует рис. 5,
где показаны зависимости пиковых давлений в
геометрическом фокусе ( ) от амплитуды
давления на излучателе. Видно, что кривая роста
пикового положительного давления в решении
уравнения ХЗК идет выше других. Это отличие
можно объяснить особенностями используемых в

0 0.45 МПаp =

z F=

работе численных алгоритмов. Так, конфигура-
ции линейного поля пучков в различных моделях
устроены таким образом, что вблизи фокального
максимума они достаточно близки, тогда как вне
его есть некоторые отличия (рис. 3). В параболиче-
ском приближении с модифицированными гра-
ничными условиями фокусное расстояние не-
сколько больше, чем у исходного излучателя, т.е.
нелинейные эффекты накапливаются на большем
расстоянии. Кроме того, при решении нелинейного
широкоугольного уравнения и уравнения Вестер-
вельта на малых расстояниях,  где

 – глубина сферической чаши,
нелинейные эффекты включались только внутри
области, ограниченной сферической поверхно-
стью излучателя. Таким способом учитывался тот
факт, что поле за излучателем отсутствует и не

0 ,z D≤ ≤
2 2D F F R= − −

Рис. 4. Распределения пикового положительного и пикового отрицательного давлений на оси излучателя (верхний
ряд), в его фокальной плоскости (средний ряд) и профили волны в фокусе (нижний ряд) для различных значений ам-
плитуды давления на излучателе: (а) 0.025 МПа, (б) 0.25 МПа, (в) 0.45 МПа. Обозначения: УВ – решение уравнения
Вестервельта; ПУЭ – решение параболического уравнения с модификацией граничных условий; ШПУ – решение
широкоугольного параболического уравнения.
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вносит вклад в генерацию гармоник. В алгоритме
моделирования уравнения ХЗК нелинейные эф-
фекты были включены во всей области значений z.
Таким образом, имелись небольшие отличия при
расчете предфокальной области пучка в решении
ХЗК, усиливающие проявление нелинейных эф-
фектов. Быстрый рост зависимости пикового по-
ложительного давления от амплитуды на источ-
нике в случае, когда ударный фронт в фокусе
только начинает формироваться, может являться
причиной того, что резкое увеличение пикового
положительного давления в фокусе в модели ХЗК
наступает при несколько меньших уровнях давле-
ния на излучателе.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе представлен новый численный алго-
ритм, позволяющий рассчитывать нелинейные
ультразвуковые поля аксиально-симметричных
фокусирующих излучателей, используя широко-
угольное параболическое приближение для учета
дифракционных эффектов. На примере одиноч-
ного излучателя в виде сферического сегмента с
половинным углом схождения 33.7° показано,
что использование широкоугольного параболиче-

ского приближения позволяет с высокой точно-
стью, достаточной для практического использова-
ния, рассчитывать как линейные, так и нелинейные
поля, создаваемые сильнофокусирующими излуча-
телями устройств неинвазивной ультразвуковой
хирургии.

Работа выполнена при поддержке гранта РНФ
09-02-01530 и NIH EB7643. Расчеты выполнялись
с использованием ресурсов Вычислительного
центра МГУ имени Ломоносова на суперкомпью-
тере “Ломоносов”. Авторы выражают благодар-
ность О.А. Сапожникову и Л.Р. Гаврилову за по-
лезные обсуждения и замечания по работе.
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