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ВВЕДЕНИЕ

В современных медицинских приложениях
широко используются мощные ультразвуковые
фокусирующие излучатели для проведения неин#
вазивных, т.е. без прямого хирургического вмеша#
тельства, операций [1, 2]. Основным механизмом
разрушения патологически измененных участков
ткани является тепловое воздействие ультразвука,
однако в последние несколько лет все большее
развитие приобретают методы механического раз#
рушения тканей с использованием нелинейных
высокоамплитудных волн с ударными фронтами
[3, 4]. Для характеризации полей, создаваемых из#
лучателями ультразвуковой хирургии [5–7], пла#
нирования облучения [8] и разработки излучате#
лей для конкретных приложений [9] широко ис#
пользуются методы численного моделирования.
Одновременно простой и достаточно общей моде#
лью излучателя является одиночный фокусирую#
щий элемент в виде сферического сегмента с рав#
номерным распределением амплитуды колеба#

тельной скорости на его поверхности [5, 6, 9]. Для
описания нелинейных и дифракционных эффек#
тов в ультразвуковых пучках, создаваемых такими
излучателями, наиболее адекватной моделью яв#
ляется трехмерное уравнение Вестервельта [10].
Однако его численное решение, особенно в режиме
ударно#волновой фокусировки, является достаточ#
но трудоемким даже с учетом высокой производи#
тельности и памяти современных электронно#вы#
числительных средств [7, 11]. Это не позволяет ис#
пользовать его для решения многопараметрических
задач [9, 12].

Гораздо более простой для численного реше#
ния моделью является нелинейное параболиче#
ское уравнение Хохлова–Заболотской (ХЗ) для
аксиально#симметричных пучков [13]:
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нат; ε – параметр нелинейности;  – осевая и
поперечная координаты с началом отсчета в центре
плоского излучателя, которое в рамках предлагае#
мого в данной работе метода не совпадает с центром

сферической чаши (рис. 1а);  =  – по#

перечная компонента оператора Лапласа в случае
аксиальной симметрии пучка. Индекс “п” здесь и
далее соответствует рассмотрению параболическо#
го уравнения. Для решения уравнения ХЗ (1) необ#
ходимо задать граничное условие на плоскости

 перпендикулярной оси пучка.

Известно, что область применимости уравне#
ния ХЗ ограничена описанием слабо фокусиро#
ванных пучков [14]. Кроме того, отдельной зада#
чей является постановка граничного условия на
плоскости, в то время как излучатели ультразву#
ковой хирургии обычно имеют форму сфериче#
ского сегмента. Выбор граничного условия в виде
плоского источника с апертурой и амплитудой,
как у сферического, и фазой, распределенной по
параболическому закону для обеспечения фоку#
сировки, применим для слабо фокусированных
полей ультразвуковых диагностических датчиков
с углом схождения, меньшим 30° [15]. Однако в
случае сильно фокусирующих излучателей уль#
тразвуковой хирургии с угловой апертурой поряд#
ка 70° это приводит к сильным отличиям по срав#
нению с решением полной дифракционной моде#
ли (рис. 1).
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В предшествующих работах были предложены
различные модификации уравнения ХЗ, позволя#
ющие расширить область его применимости для
более сфокусированных пучков, например, ис#
пользование сфероидальных координат, учиты#
вающих сходимость пучка [16], системы коорди#
нат, повторяющих геометрию гауссовского пучка
[17], и широкоугольное параболическое прибли#
жение учета дифракционных эффектов [18, 19].

Существует альтернативный подход к исполь#
зованию параболического приближения для рас#
чета полей сильно фокусирующих преобразовате#
лей без модификации самого уравнения ХЗ. В этом
подходе граничное условие ставится на плоскости,
проходящей через центр сферического источника,
при этом апертура и амплитуда давления
“эквивалентного” и сферического излучателей
различаются. Так, в работе [20] было предложено
выбирать апертуру эквивалентного излучателя пу#
тем переноса граничных условий на плоскость по
сферически расходящимся из фокуса лучам, на#
правленным к краям излучателя. В недавних рабо#
тах было показано что изменением апертуры и
амплитуды давления на эквивалентном поршне#
вом излучателе можно добиться хорошего согла#
сия численного решения уравнения ХЗ и данных
измерений акустического давления в фокальной
области как для линейных, так и нелинейных
полей сильно фокусирующих излучателей с угло#
вой апертурой около 70° [5, 6]. Тем не менее, на
сегодняшний день не существует последователь#
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Рис. 1. Различные варианты постановки граничных условий на плоскости для описания в параболическом приближе#
нии поля, создаваемого излучателем в форме сферического сегмента (а) и соответствующие распределения амплитуды
давления на оси пучка (б). Сплошные серые линии – решение в виде интеграла Рэлея для сферического излучателя.
Штриховые линии – решение параболического уравнения с граничными условиями на плоскости, обеспечивающими

наилучшее согласие с полной дифракционной моделью (радиус  фокусная длина  амплитуда ).
Штрихпунктирные линии – решение параболического уравнения с граничными условиями на плоскости без изменения
геометрических параметров излучателя и амплитуды давления на нем. Пример приведен для сферического излучателя с ча#

стотой 1 МГц, a = 5 см, F = 9 см и амплитудой на поверхности p0 = 1 Па. При этом aп = 5.7 см, Fп = 9.8 см,  = 0.92 Па.
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ного подхода к переносу граничного условия со
сферы на плоскость для получения наилучшего
согласия решений параболической и полной ди#
фракционной модели для сферического одноэле#
ментного излучателя.

В данной работе предложен аналитический
метод определения параметров эквивалентного
излучателя для расчета в параболическом при#
ближении нелинейных ультразвуковых полей
сильно фокусирующих преобразователей. В отли#
чие от предшествующих работ [5, 6], варьируются
три параметра эквивалентного излучателя в парабо#
лической модели: апертура, положение плоскости,
на которой задается граничное условие (фокусное
расстояние), и амплитуда давления (рис. 1а). Эти
параметры подбираются таким образом, чтобы до#
биться наилучшего соответствия решений линеа#
ризованного уравнения Вестервельта (далее – пол#
ной дифракционной модели) и линеаризованного
уравнения ХЗ (далее – параболической модели) на
оси пучка в фокальной области излучателя
(рис. 1б). Предложенный метод позволяет, ис#
пользуя аналитические формулы, перенести гра#
ничные условия со сферической поверхности ре#
ального излучателя (полная дифракционная мо#
дель) на плоскую поверхность эквивалентного
излучателя (параболическая модель). Показано,
что хорошее согласие решений для двух моделей
наблюдается даже для сильно фокусирующих из#
лучателей с угловой апертурой ~70°.

ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ

Как уже было сказано выше, выбор положения
плоскости для постановки граничных условий и
параметров эквивалентного излучателя проводит#
ся путем минимизации разницы между амплиту#
дами давления на оси линейного фокусированно#
го пучка, полученными в полной дифракционной
модели с граничными условиями, заданными на
сфере, и в параболической модели с граничными
условиями на плоскости. Рабочая частота излуча#
телей предполагается одинаковой.

Рассмотрим решение полной дифракционной
модели в виде интеграла Рэлея, которое является
частным случаем интеграла Кирхгофа–Гельмголь#
ца [21]:

(2)

Здесь интегрирование ведется вдоль излучающей
поверхности S;  – комплексная амплитуда
акустического давления  =  в
точке наблюдения c координатой r, t – время;
vn – нормальная компонента комплексной ам#
плитуды колебательной скорости на поверхности
излучателя; r' – радиус#вектор элемента поверх#
ности  ρ0 – плотность среды; c – скорость зву#
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ка в среде;  – волновое число;  f –
рабочая частота излучателя. Данное решение яв#
ляется точным для плоских излучателей, но также
с достаточной степенью точности применимо и ши#
роко используется на практике для расчета полей
фокусирующих источников с угловой апертурой до
70° [22, 23]. При этом на оси пучка результат инте#
грирования (2) для комплексной амплитуды акусти#
ческого давления  можно представить как [22]:

(3)

Здесь z – координата вдоль оси пучка с началом
отсчета в центре сферического излучателя; v0 –
амплитуда нормальной компоненты колебатель#
ной скорости излучающей поверхности; F – фо#
кусная длина;  – расстояние от точки наблю#
дения z до края излучателя. Расстояние  =
=  представимо в виде:

(4)

где a – радиус излучателя (рис. 1а). Используя (3),
можно получить выражение для действительной
амплитуды акустического давления на оси пучка
в полной дифракционной модели:

(5)

Здесь  – характерное акустическое дав#
ление на поверхности излучателя.

Рассмотрим теперь пучок, создаваемый круг#
лым поршневым излучателем параболической мо#
дели (1). Определим его апертуру, положение цен#
тра и амплитуду таким образом, чтобы решение
для линейного пучка максимально точно аппрок#
симировало более точное решение дифракцион#
ной задачи в виде интеграла Рэлея (5). При этом
предполагается, что при пропорциональном уве#
личении амплитуды граничных условий в обеих
моделях решения нелинейных уравнений Вестер#
вельта и ХЗ также будут близки. Это подтверждают
недавние работы, в которых результаты нелинейно#
го моделирования в параболическом приближении
для сильно фокусирующих излучателей сравнива#
ются с данными экспериментов [5, 6, 24].

Переходя в линеаризованном уравнении ХЗ (1) к
комплексной амплитуде давления  =

=  получаем параболическое
уравнение теории дифракции:
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Фокусировка пучка обеспечивается изменением
фазы на поверхности преобразователя по парабо#
лическому закону:

(7)

Здесь – действительная амплитуда давления;
Fп – фокусная длина; aп – радиус плоского излу#
чателя. Точное решение действительной ампли#

туды акустического давления на оси пучка  в
параболической модели (6), (7) имеет вид

(8)

Задача состоит в выборе параметров гранично#
го условия (7) (величин с индексом “п”), при ко#
торых различие между осевыми распределениями

в решениях  (8) и  (5) будет минималь#
но. Физический смысл такого алгоритма перено#
са граничных условий связан с тем, что оконча#
тельной целью является решение нелинейного
уравнения ХЗ (1). Поскольку нелинейные эффек#
ты носят накапливающийся характер по мере рас#
пространения волны, то при одинаковых распреде#
лениях давления (5) и (8) вдоль оси пучка в фокаль#
ной области, где амплитуда поля максимальна,
нелинейные эффекты будут также проявляться
одинаковым образом [5, 6].

Для решения поставленной задачи минимиза#
ции необходимо из полного набора параметров в
(8) и (5) выделить те, которые удобнее использо#
вать для варьирования. Решения (8) и (5) можно
переписать таким образом, чтобы каждое из них
содержало лишь три параметра. Это амплитуда
давления на излучателе и два безразмерных пара#
метра – соответствующее диафрагменное число и
фокусная длина:

(9)

(10)

Здесь  =  – безразмерная ко#
ордината вдоль оси пучка с началом отсчета в фо#
кусе;  и  – диафрагменные
числа; kF и kFп – безразмерные фокусные рассто#
яния излучателей в полной дифракционной и па#
раболической моделях; kRmax =

=

Таким образом, в качестве трех параметров,
определяющих вид решений (9) и (10), удобно

выбрать величины  и  Заме#
тим, что основным параметром, определяющим
пространственную структуру поля на оси пучка,
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является диафрагменное число, характеризующее
угловую апертуру излучателя. В самом деле, для из#
лучателей с различной фокусной длиной и одина#
ковой угловой апертурой безразмерные распреде#
ления давления в фокальной области близки
(рис. 2а), а в случае одинаковой фокусной длины,
но различных угловых апертур – сильно различа#
ются (рис. 2б). Как видно из рис. 3а, изменение па#
раметров kFп (фокусной длины) и αп (угловой
апертуры) обеспечивает смещение плоскости эк#
вивалентного излучателя от фокуса и изменение
его радиуса по сравнению со сферическим источ#
ником.

При неоптимальном выборе параметров экви#
валентного излучателя распределения амплитуд

давлений  и  на оси пучка в полной ди#
фракционной и параболической моделях заметно
отличаются друг от друга, но имеют похожую
структуру: главный дифракционный максимум и
побочные максимумы в предфокальной области
и за фокусом (рис. 3б). Будем считать, что наилуч#

шее соответствие кривых  и  вблизи фо#
куса достигается при совпадении решений в трех
точках. Приравняем значения амплитуд давления

в фокусе,  =  и координаты первых ди#

фракционных нулей слева  и справа

 от фокуса (рис. 3б). Положения нулей в
решениях полной дифракционной (9) и парабо#
лической (10) моделей определяются аналитиче#
ски из следующих уравнений:

(11)
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Отсюда координаты σ1 и σ2 находятся из уравне#

ний  и  а  и  – из уравне#

ний  и  Теперь система урав#

нений для нахождения трех неизвестных пара#

метров излучателя  в параболической

модели будет иметь вид
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где правые части уравнений определяются задан#

ными параметрами  сферического излу#
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чателя. Решение этой системы представимо в сле#
дующем виде:

(14)

Здесь нули σ1 и σ2 определяются выражениями

(15)

Точное решение (14), (15) системы (13) является
достаточно громоздким, а структура слишком
сложна для качественного анализа. Однако, ис#
пользуя приближение малости длины волны по
сравнению с размером излучателя,  что
обычно справедливо для излучателей медицинско#
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го ультразвука, решение можно свести к более
простому виду:

(16)

На рис. 3в представлены распределения амплиту#
ды давления на оси пучка после совмещения трех
точек в (9) и (10) с использованием решения (16).
Как видно, решения полной дифракционной и
параболических моделей практически неразличи#
мы в пределах главного дифракционного макси#
мума и двух соседних. Тем не менее, представляет
интерес более точно исследовать оптимальность
данного подхода совмещения двух кривых в трех
точках для получения их наилучшего согласия во
всей фокальной области.
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Рис. 2. Распределения амплитуды давления на оси пучка, нормированные на соответствующие максимальные значе#
ния,  рассчитанные в параболическом приближении для излучателей с одинаковым (а) и различным (б) диа#
фрагменным числом  Примеры приведены для излучателей с частотой 1.5 МГц и (а)  = 16; 12; 8 см, α =

= 1.5; (б)  = 8; 12; 16 см, α = 1; 1.5; 2.
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Для проверки точности предложенного метода
постановки граничных условий рассмотрим бо#
лее общий численный подход. Определим функ#
цию интегральной невязки между осевыми рас#

пределениями амплитуды  и  двух моде#
лей, переменными которой являются параметры

 эквивалентного параболического из#
лучателя (рис. 4):

(17)
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Здесь A и B – границы фокальной области, кото#
рую мы определим как отрезок, содержащий ос#
новной дифракционный максимум и половину
первых двух побочных максимумов аксиального
распределения амплитуды  в полной ди#
фракционной модели (рис. 4а). Положение гра#
ниц фокальной области, A и B, рассчитывалось в
максимумах функции, входящей в решение (9):

(18)

так что положение точек  и  находится из усло#
вий  =   = 
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Рис. 3. Иллюстрация постановки граничных условий на плоскости в линейной параболической модели для описания
ультразвуковых пучков, создаваемых одноэлементным излучателем в форме сферического сегмента. Для эквивалент#
ного излучателя варьируется его положение  радиус  и начальная амплитуда давления  (а). Распределе#

ния амплитуды давления на оси пучка в полной дифракционной  и параболической  моделях при началь#
ном выборе параметров, который соответствует переносу граничных условий по сферически расходящимся из фокуса
лучам, направленным к краям излучателя (б) и после выравнивания распределений в трех точках: в фокусе и первых
от фокуса нулях давления (в).
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Рис. 4. Иллюстрация использования численного метода нахождения наилучшего соответствия между решениями для
амплитуды давления на оси пучка в полной дифракционной и параболической моделях для излучателя в виде сфери#
ческого сегмента. Метод состоит в минимизации интегральной невязки (17). Пример приведен для сферического из#
лучателя с параметрами: частота 1 МГц, a = 5 см, F = 9 см и плоского излучателя с параметрами: частота 1 МГц, aп = 6 см,
Fп = 9 см. 
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Тогда задача постановки оптимального гранич#
ного условия сводится к нахождению параметров

параболической модели  обеспечива#

ющих минимальное значение  инте#
гральной невязки. Решение задачи нахождения
минимума осуществлялось методом Нелдера–Ми#
да [25] вблизи точки  При этом интеграл
(17) (рис. 4б) рассчитывался численно, методом
Симпсона [26]. Программная реализация указан#
ных методов осуществлялась с использованием
языка программирования “MATLAB”. Расчеты
проводились в широкой области практически инте#
ресных значений геометрических параметров сфе#
рического излучателя:  
Сравнение полученных результатов для гранич#
ного условия параболической модели, получен#
ных аналитически и численно, показало, что во
всей этой области различие между параметрами

(   и ), не превышало
0.01%. Таким образом, можно считать, что анали#
тическое решение (16) для параметров излучателя
в параболической модели позволяет с высокой
точностью описывать поля в фокальной области
сильно фокусирующих излучателей.

РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТОВ

На рис. 5 представлены кривые пересчета (16)
параметров эквивалентного излучателя парабо#
лической модели в зависимости от параметров
сферического фокусирующего излучателя с
равномерным распределением амплитуды коле#
бательной скорости по поверхности. Как видно
из решения (16), диафрагменное число в парабо#
лической модели αп зависит только от диафраг#
менного числа в полной дифракционной модели α,
причем для любого излучателя  (рис. 5а). В
этом случае и угловая апертура (угол, под которым
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диаметр излучателя виден из точки фокуса) пара#

болического излучателя  меньше,

чем сферического  т.е. эквивалент#

ный излучатель всегда фокусирует слабее, чем
сферический.

На кривых пересчета (рис. 5б) видно, что фокус#

ная длина Fп и давление на излучателе  в парабо#
лической модели линейно зависят от соответствую#
щих параметров F и p0 в полной дифракционной
модели, причем коэффициент пропорционально#
сти определяется диафрагменным числом α. При
этом для произвольного сферического излучателя
эквивалентный излучатель параболической мо#
дели располагается дальше от точки фокуса

 а амплитуда давления на его поверхности

меньше  Заметим также, что диафраг#
менное число  действительно является основ#
ным параметром, характеризующим свойства из#
лучателя: все коэффициенты масштабирования
параметров эквивалентного излучателя по срав#
нению со сферическим определяются именно им.
Влияние диафрагменного числа  на параметры
параболической модели таково, что при малых 
(сильно фокусирующий излучатель) отношения

  и  заметно отличаются от едини#
цы, а при больших α (слабо фокусирующий излу#
чатель) – стремятся к единице, т.е. все параметры
параболического излучателя близки к соответ#
ствующим значениям параметров сферического
излучателя.

В качестве примера на рис. 6 представлены ре#
зультаты использования развитого метода для
описания поля сильно фокусирующего сфериче#
ского излучателя с частотой 1 МГц, радиусом a =
= 5 см, фокусной длиной F = 9 см (α = 0.9), разра#
ботанного фирмой Imasonic для использования в
исследованиях по гистотрипсии [24]. Как видно,
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Рис. 5. Кривые пересчета диафрагменного числа (а), фокусного расстояния и начальной амплитуды давления (б) для
эквивалентного излучателя в параболической модели в зависимости от параметров сферического излучателя. 
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не только амплитуда давления вдоль оси пучка
(рис. 6а), но также фаза на оси (рис. 6б) и амплиту#
да давления в фокальной плоскости (рис. 6в), рас#

считанные с помощью интеграла Рэлея для сфери#
ческого излучателя и в параболическом приближе#
нии для эквивалентного излучателя, практически
неразличимы в пределах нескольких дифракцион#
ных максимумов вокруг фокуса. На выносках сле#
ва изображены области графиков в увеличенном
масштабе для визуализации различий между кри#
выми. Из рис. 6 видно, что формулы (16) позволя#
ют перенести граничные условия со сферы на
плоскость с высокой точностью даже для такого
сильно фокусирующего излучателя. Так, на вы#
носке рис. 6а видно, что амплитуды давления на
оси в двух моделях различаются в пятом знаке.

Несмотря на то, что предложенный метод поз#
воляет добиться хорошего соответствия между
распределениями амплитуды давления на оси из#
лучателя в двух моделях, вопрос о применении
параболического приближения в остальном про#
странстве остается открытым. Для ответа на этот
вопрос были численно рассчитаны двумерные
распределения амплитуды давления в плоскости,
проходящей через ось рассмотренного ранее из#
лучателя (рис. 6). Расчеты проводились с исполь#
зованием полной дифракционной и параболиче#
ской моделей. На рис. 7 представлено двумерное
распределение абсолютной величины разницы

давлений  =  в результатах
двух моделей в этой плоскости, отнесенных к ам#
плитуде давления в фокусе pF. Как видно, макси#
мальная невязка  во всей рассматриваемой об#

Δ Ap ( ) ( )−

п
A A, ,p z r p z r

Δ Ap

50

40

30

20

10

0
2001000–200
σ

–100

(а)
pA, Па

60 23.3620

23.3605
–25.10 –25.09

–π

2001000–200
σ

–100

(б)

1.4986

0.164 0.1661.4985

0

π

0
20100–20
kr

–10

(в)

–3.8

42

40

80

60

20

pA, Па

Φ

41

40
–2.8

Рис. 6. Сравнение распределений амплитуды pA (а) и
фазы Φ (б) давления на оси излучателя и амплитуды
давления в фокальной плоскости pA (в) для полной
дифракционной (сплошная линия) и эквивалентной
ей параболической (пунктирная линия) моделей. На
графиках приведены вставки в увеличенном масшта#
бе. Пример приведен для сферического излучателя с
частотой 1 МГц, a = 5 см, F = 9 см и амплитудой p0 =
= 1 Па на поверхности. При этом в параболической

модели aп = 5.7 см, Fп = 9.8 см,  = 0.92 Па. 
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Рис. 7. Модуль разницы между действительной ам#
плитудой давления в решениях полной дифракцион#
ной и параболической моделей, отнесенный к ампли#
туде давления в фокусе  в плоскости, прохо#
дящей через ось пучка. Здесь r – поперечная
координата,  – продольная координата с нача#
лом отсчета в фокусе. На двумерном распределении
изображены сферический и эквивалентный ему
плоский излучатели.
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ласти не превышает 6%, а вблизи фокуса не пре#
вышает 3% от значения амплитуды давления pF в
фокусе. Области максимального несоответствия
решений находятся на оси пучка в ближней зоне
излучателей вблизи тех точек, в которых не совпа#
дают нули распределений (рис. 6а). Однако из#за
малых уровней давления и небольших размеров
данной области это несоответствие не оказывает
заметного влияния на нелинейные эффекты в
фокусе [5, 6, 24].

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной работе предложен метод, позволяю#
щий свести полную дифракционную задачу о на#
хождения поля излучателя с граничными услови#
ем, заданном на сферической чаше с радиусом a
и фокусной длиной F, к соответствующей задаче
в параболическом приближении с граничным
условием, заданном на плоскости. При этом па#

раметры  aп и Fп параболической модели от#
личаются от параметров p0, a и F соответствую#
щей модели сферического излучателя и могут
быть легко определены по точным (14) и (15),
либо приближенным (16) аналитическим форму#
лам. Проведена проверка полученного метода для
случая сильно фокусирующего излучателя уль#
тразвуковой хирургии. Показано, что в простран#
стве вблизи фокуса результаты, полученные в
полной дифракционной и параболической моде#
лях, различаются между собой не более чем на 3%.
Максимальное отличие составляет 6% и наблюда#
ется в низкоамплитудной области ближнего поля
излучателя, в которой нелинейные эффекты про#
являются слабо, и которая представляет гораздо
меньший интерес для практических задач ультра#
звуковой хирургии.

Заметим, что параболическая модель и пред#
ложенный в данной работе метод переноса гра#
ничных условий на плоскость могут быть исполь#
зованы не только для одиночных фокусирующих
элементов с равномерным распределением ам#
плитуды, но и для излучателей с неравномерным
распределением амплитуды [5, 6], а также много#
элементных фазированных решеток, у которых
круглые поршневые элементы находятся на сфе#
рической чаше [7]. В этом случае выбор началь#

ного давления  положения Fп и радиуса aп эк#
вивалентного излучателя может осуществляться
численно, основываясь на нахождении наилуч#
шего соответствия решения (10) параболического
уравнения и либо рассчитанного, либо измерен#
ного поля на оси реального источника.

Предложенный метод постановки граничного
условия для параболического уравнения пред#
ставляет несомненный интерес для моделирова#
ния нелинейных полей, создаваемых излучателя#
ми ультразвуковой хирургии, поскольку скорость

п
0 ,p

п
0 ,p

расчета такой задачи возрастает на несколько по#
рядков по сравнению с полной дифракционной мо#
делью. Благодаря этому параболическая модель
позволяет решать нелинейные обратные задачи, тре#
бующие многократного решения прямой задачи [9].
Кроме того, она гораздо проще для использования
исследователями и инженерами, не являющимися
специалистами в области моделирования.

Авторы благодарны О.А. Сапожникову и
Л.Р. Гаврилову за полезные обсуждения работы.
Работа поддержана грантом РНФ № 14#12#00974.
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